Asymptotic behaviour of the positive spectrum for a family of periodic
  Sturm-Liouville problems in the transition from a definite problem to
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Ïîâåäåíèå àñèìïòîòèêè ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðà ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ
çàäà÷ ØòóðìàËèóâèëëÿ ïðè íåïðåðûâíîì ïåðåõîäå îò äåèíèòíîé ê
èíäåèíèòíîé çàäà÷å
Ä. À. Ïîïîâ
Àííîòàöèÿ. àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñïåêòðå çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà a ∈ R ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ
çàäà÷ ØòóðìàËèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà u′′ + λ2(g(x) − a) u = 0, ãäå λ ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî g : R→ Räîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ óíêöèÿ, èìåþùàÿ íà ïåðèîäå îäèí
ïðîñòîé ìàêñèìóì g(xmax) = a1 > 0 è îäèí ïðîñòîé ìèíèìóì g(xmin) = a2 > 0. Êðîìå òîãî, ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî óíêöèè g(x − xmin) è g(x − xmin) ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà
âñ¼ì èíòåðâàëå 0 6 a < a1, âêëþ÷àÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê a = a1 è a = a2, ÿâíî âû÷èñëåíû ïåðâûå äâà
÷ëåíà àñèìïòîòèêè ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè λ ≫ 1 ñïåêòð ñîñòîèò èç
äâóõ âåòâåé λ = λ±(a, p), íóìåðóåìûõ âûáîðîì çíàêà ± è öåëûì ÷èñëîì p ∈ Z+, p ≫ 1. Ïîëó÷åíà åäè-
íàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ îðìóëà, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå àñèìïòîòèêè âåòâåé ñïåêòðà ïðè ïåðåõîäå îò
äåèíèòíîé (êëàññè÷åñêîé) ïðè a < a2 ê èíäåèíèòíîé ïðè a > a2 çàäà÷å.
 1. Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à ØòóðìàËèóâèëëÿ
d2u
dx2
(x) + λ2(g(x)− a)u(x) = 0,
u(−pi) = u(pi), du
dx
(−pi) = du
dx
(pi).
(1.1)
Çäåñü g : R → R äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ ïåðèîäîì 2pi, óíêöèÿ, λ ñïåêòðàëüíûé ïà-
ðàìåòð, è a ∈ Rïàðàìåòð. Ôóíêöèþ g ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óíêöèþ íà îêðóæíîñòè S1, ïðè-
÷¼ì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàì îíà èìååò îäèí ïðîñòîé ìàêñèìóì g(xmax) = a1 è îäèí ïðîñòîé ìèíèìóì
g(xmin) = a2. Òî÷íîå îïèñàíèå êëàññà G ðàññìàòðèâàåìûõ óíêöèé g áóäåò äàíî â  2. Óðàâíåíèå (1.1)
íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå a 7→ a + C, g(x) 7→ g(x) + C, è ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
0 6 a2 6 g(x) 6 a1. Òàê êàê ïðè a > a1 óðàâíåíèå (1.1) íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, òî îãðàíè÷èìñÿ
ðàññìîòðåíèåì èíòåðâàëà U , â êîòîðîì 0 < a < a1. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðè 0 6 a < a2 íåò òî÷åê
ïîâîðîòà íóëåé óíêöèè r(x) = g(x)− a. Ïðè a2 < a < a1 òàêèõ òî÷åê äâå, è îíè ñëèâàþòñÿ ïðè a = ai
(i = 1, 2). Òàêèì îáðàçîì, ïðè a = a2 ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò äåèíèòíîé (êëàññè÷åñêîé)
ê èíäåèíèòíîé ïðè a > a2 çàäà÷å ØòóðìàËèóâèëëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ
−y′′+ q(x)y = µ r(x)y (a 6 x 6 b) íàçûâàåòñÿ äåèíèòíîé, åñëè r(x) > 0 (x ∈ [a, b]), è èíäåèíèòíîé, åñëè
óíêöèÿ r(x) ìåíÿåò çíàê íà èíòåðâàëå (a, b).
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ðàâíîìåðíîé ïî ïàðàìåòðó a ∈ U íà âñ¼ì ïîëóèí-
òåðâàëå U (0 6 a < a1) àñèìïòîòèêè ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = λ(a) ïðè λ → ∞. Íèæå
òàêàÿ àñèìïòîòèêà áóäåò ïîñòðîåíà ïðè ïðåäïîëîæåíèè ÷¼òíîñòè óíêöèè g(x), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì
óíêöèè g(x− xmin) è g(x− xmax) ïðåäïîëàãàþòñÿ ÷¼òíûìè.
Ïðè a < a1 óíêöèÿ r(x) = g(x) − a > 0, è ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëèóâèëëÿ [1, 2℄
y(z) = (r(x))1/4u(x), z = B−1
∫ x
−x r
1/2(x) dx, B =
∫ pi
−pi r
1/2(x) dx çàäà÷à (1.1) ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé
çàäà÷å ØòóðìàËèóâèëëÿ
d2y
dz2
(z) + (λ˜ − q(z))y(z) = 0, (0 < z < 1),
y(0) = y(1),
dy
dz
(0) =
dy
dz
(1).
(1.2)
Ïðè ýòîì
q(z) =
B2
4r2
(
d2r
dx2
− 5
4
· 1
r
· dr
dx
)
, λ˜ = B2λ2. (1.3)
1
2Ñïåêòð çàäà÷è (1.2) õîðîøî èçâåñòåí [3, 4, 5℄. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ˜k îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âèäà
−∞ < λ˜0 < λ˜1 6 λ˜2 < . . . < λ˜2n+3 6 λ˜2n−2 < λ˜2n−1 6 λ˜2n < λ˜2n+1 6 . . . (1.4)
Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå óíêöèè y2n−1(z), y2n(z), îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ˜2n−1, λ˜2n, èìåþò
2n íóëåé íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1), è λ˜2n−1, λ˜2n èìåþò îäèíàêîâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âèäà√
λ˜2n = 2pin+
c1
n
+
c3
n3
+ . . . , (1.5)
åñëè óíêöèÿ q(z) ãëàäêàÿ. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå q(z) → ∞ ïðè a → a2 − 0, è ðàçëîæåíèå (1.5)
íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî a âî âñåé îáëàñòè a 6 a2.
àññìîòðèì îáëàñòü a > a2. Â ýòîé îáëàñòè óíêöèÿ r(x) = g(x) − a ìåíÿåò çíàê, è ìû èìååì äåëî
ñ èíäåèíèòíîé çàäà÷åé ØòóðìàËèóâèëëÿ. Ýòà çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ + (µ r − q)y = 0 íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå (d1, d2) ïðè ðàçäåë¼ííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ y(di) cosαi−y′(di) sinαi = 0 (i = 1, 2) ðàññìàòðè-
âàëàñü â ðÿäå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíèõ ðàáîò [6℄[13℄. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, èíäåèíèòíàÿ
çàäà÷à âïèñûâàåòñÿ â ðàìêè òåîðèè îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ è òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ èíäåèíèòíîé ìåòðèêîé.
Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî
íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, è ñóùåñòâóþò äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µ±n → ±∞
(n→∞) âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ îðìóëà
µ±n ∼ ±pi2n2

 d2∫
d1
(r±(x))
1/2 dx


−2
, r±(x) = max{±r(x), 0}. (1.6)
Ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ çàäà÷è ñ ðàçäåë¼ííûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è N ïðîñòûìè òî÷êàìè ïîâîðîòà ïîëó÷åíî â ðàáîòå [14℄. Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à
ïðè àíàëîãè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [15℄. Ìåòîä ñêëåèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé, èñïîëüçóåìûé â ýòèõ ðàáîòàõ, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà îãðà-
íè÷åíî ñíèçó, è íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíûå àñèìïòîòèêè, ïðèãîäíûå â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê a = ai
(i = 1, 2).
Òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ÷¼òíîñòè ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äâóì çàäà÷àì ñ ðàçäåë¼í-
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, òî â îáëàñòè a1− c1 6 a 6 a2+ c2 (ci > 0) â íàøåé çàäà÷å ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [14℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä ñêëåèâàíèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ è èñïîëüçóåìûé
íèæå ìåòîä ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ñïåêòðà ïðè âñåõ a ∈ U .
Óæå äàâíî áûëî ÿñíî, ÷òî ïðè âîçìîæíîñòè ñëèÿíèÿ äâóõ ïðîñòûõ òî÷åê ïîâîðîòà â êà÷åñòâå ìîäåëü-
íîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå Âåáåðà (ñì. êíèãè [1, 2℄, ðàáîòó [16℄ è öèòèðóåìóþ
òàì ëèòåðàòóðó). Èññëåäîâàíèþ ñïåêòðà çàäà÷è (1.1) íà îñíîâå ýòîé èäåè ïîñâÿùåíà ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû
[16℄. åçóëüòàò ðàáîòû [16℄, êàñàþùèéñÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðè λ≫ 1 èìåþòñÿ äâå âåòâè ñïåêòðà λ±(a, p), ãäå p ∈ Z+, p≫ 1, è îíè íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé
λF (a) = 2pip+G±(λ, a). (1.7)
Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ
F (a) =
∫
g(x)>a
√
g(x)− a dx. (1.8)
Â îðìóëå (1.8) èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïåðåñå÷åíèþ îáëàñòè g(x) > a ñ ïåðèîäîì è
G±(λ, a) =
{
±pi
2
+ O(λ−2/3 lnλ) (a2 + Cλ
−2/3 6 a < a1)
O(λ−2/3 lnλ) (0 6 a 6 a2 − Cλ−2/3),
(1.9)
ãäå C > 0íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Èñïîëüçóåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè àñèìïòîòèêó óíêöèé G±(λ, a)
è ïðè |a − a2| 6 Cλ−2/3. Â ðàáîòå [16℄ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè âåñü ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòð
ñâîäèòñÿ ê äâóì óêàçàííûì âåòâÿì λ±(a, p). Ýòî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò
[6℄[9℄, [14℄, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ ðàçäåë¼ííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
3Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ òî÷êè ñïåêòðà λ±(a, p) íóìåðóþòñÿ öåëûì ÷èñëîì p, íî îñòà¼òñÿ çàäà÷à î ñâÿçè
÷èñëà p ñ åñòåñòâåííûì íîìåðîì n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn,a, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âåëè÷èíå
. . . 6 λn−1,a 6 λn,a 6 λn+1,a 6 . . .
Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî äëÿ èíäåèíèòíîé ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è îñöèëëÿöèîííàÿ
òåîðåìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñâÿçü íîìåðà n ñ ÷èñëîì íóëåé ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé óíêöèè, ïî-
âèäèìîìó, äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà.
Òàê êàê ñòàíäàðòíîìó ÂÊÁ ïðèáëèæåíèþ îòâå÷àåò G± = 0 ïðè a < a2 è G± = ±pi/2 ïðè a > a2, òî
âûøåïðèâåä¼ííûé ðåçóëüòàò (1.7), (1.9) ñîñòîèò â óêàçàíèè ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ è åãî
òî÷íîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, íåòî÷íîñòè, äîïóùåííûå â ðàáîòå [16℄, ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ýòè ãðàíèöû óêàçàíû
íåâåðíî, è ðàâåíñòâî (1.9) íåâåðíî ïðè |a − a2| < Cλ−1/3. Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò (1.9) ïðîòèâîðå÷èò
ðåçóëüòàòàì ðàáîò [14, 15℄, èç êîòîðûõ, òàê æå êàê è èç îáùåé ñòðóêòóðû ÂÊÁ ðàçëîæåíèÿ, ñëåäóåò,
÷òî â âûðàæåíèè G±(λ, a) äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ ÷ëåí âèäà C(λ|a − a2|)−1 (ñì. (1.10)). Ýòîò ÷ëåí ïðè
|a− a2| 6 λ−2/3 èìååò ïîðÿäîê λ−1/3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êàæäîìó èç ðàâåíñòâ (1.9).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíûõ àñèìïòîòèê ñïåêòðà â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ìåòîä, ÷òî
è â ðàáîòå [16℄. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷åííûõ Îëâåðîì â ðàáîòå [17℄ ðàâíîìåðíûõ ïî
a àñèìïòîòèê óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) ñ ðàâíîìåðíûìè îöåíêàìè îñòàòî÷íûõ
÷ëåíîâ â ýòèõ àñèìïòîòèêàõ. Êëàññ G ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå óíêöèé ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì óíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ Îëâåðîì. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â ðàáîòå Îëâåðà óñëîâèå
”
÷¼òíîñòè“
ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì òîëüêî â îáëàñòè a < a2. Òàêèì îáðàçîì, íèæå ðå÷ü èä¼ò îá àêêóðàòíîì
âû÷èñëåíèè ñïåêòðà â çàäà÷å (1.1) íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ Îëâåðà. Â ÷àñòíîñòè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â
îðìóëå (1.7) (ñì. (2.13), (2.16))
G±(λ, a) =


±pi
2
− 1
12λα22
+O(λ−2/3 lnλ) (a− a2 > Cλ−7/9(lnλ)−1/3),
1
12λα22
+O(λ−1/2(ln λ)−1/2) (a2 − a > Cλ−2/3(lnλ)−1/3).
(1.10)
Âåëè÷èíà α2 ≡ α2(a) áóäåò îïðåäåëåíà íèæå (ñì. (2.1)) è α22 ≍ |a − a2|. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âî âñ¼ì
èíòåðâàëå U(0 6 a < a1) èìååò ìåñòî åäèíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ îðìóëà
G±(λ, a) = H±(b2) +O(λ
−1/2+ε) (∀ε > 0)
ñ ÿâíûì óêàçàíèåì âèäà óíêöèé H±(x), è â ýòîé îðìóëå b2 = (1/2) · λα22 ïðè a > a2 è b2 = −(1/2) · λα22
ïðè a < a2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè g  ãëàäêàÿ óíêöèÿ, òî â îáëàñòè a2−a > C > 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
|λ+(a, p)−λ−(a, p)| = O(p∞), à åñëè göåëàÿ óíêöèÿ, òî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [18, 19℄, â ýòîé îáëàñòè
ïðè p→∞ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå |λ+(a, p)− λ−(a, p)| ∼ e−κp.
åçóëüòàòû Îëâåðà ïîçâîëÿþò (ïðè g ∈ G) ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ ïî ïàðàìåòðó a àñèìïòîòèêó ñïåê-
òðà è â çàäà÷å ñ ðàçäåë¼ííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Êðàòêèå çàìå÷àíèÿ ïî ýòîìó ïîâîäó ñäåëàíû
â êîíöå  6. Âûáîð ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è ñâÿçàí ñ óêàçàííûì â ðàáîòàõ [15, 16, 20, 21℄ ïðèìåíåíèåì
ðåçóëüòàòîâ â çàäà÷å î ñïåêòðå îïåðàòîðà ËàïëàñàÁåëüòðàìè íà äâóìåðíîì òîðå ñ ìåòðèêîé Ëèóâèëëÿ.
Âåçäå íèæå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè è áîëüøå íå îãîâàðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ î
êîíñòàíòàõ.
Áóêâîé C îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà a è, âîç-
ìîæíî, çàâèñÿùèå îò óíêöèè g ∈ G. Âñå ýòè êîíñòàíòû ìîãóò áûòü ÿâíî óêàçàíû.
Åñëè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû èìååòñÿ îöåíêà âèäà O(f(λ, a)) (O(f(p, a))), òî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò çàâèñÿùèå îò òîëüêî îò óíêöèè g ∈ G âåëè÷èíû Λ, P è A òàêèå, ÷òî ∀λ > Λ
(∀p > P ) ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà ïî ìîäóëþ ìåíüøå, ÷åì Af(λ, a) (Af(p, a)). Óñëîâèÿ λ ≫ 1 (p ≫ 1)
îçíà÷àþò, ÷òî ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû Λ è P , çàâèñÿùèå òîëüêî îò g ∈ G è òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû ∀λ > Λ (∀p > P ). Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, åñëè íå âî âñåõ, âåëè÷èíû Λ, P è A
ìîãóò áûòü ÿâíî óêàçàíû, íî íèæå ýòîò âîïðîñ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Àâòîð áëàãîäàðåí À. À. Øêàëèêîâó çà ñòèìóëèðóþùèé èíòåðåñ ê ýòîé ðàáîòå.
 2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ
Ââåä¼ì êëàññ G ðàññìàòðèâàåìûõ óíêöèé g. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî g ∈ G, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ (1)(4).
4(1) g : R→ Rïåðèîäè÷åñêàÿ óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2pi, èìåþùàÿ øåñòü îãðàíè÷åííûõ ïðîèçâîäíûõ
g(n)(x), |g(n)(x)| 6 C (n = 0, 1, . . . , 6).
(2) Ôóíêöèÿ g èìååò íà ïîëóèíòåðâàëå [−pi, pi) îäèí ïðîñòîé ìèíèìóì â òî÷êå xmin è îäèí ïðî-
ñòîé ìàêñèìóì â òî÷êå xmax. Ïðè ýòîì |g(1)(x)| 6= 0 (x 6= xmin, xmax), g(xmax) = a1 > 0,
g(xmin) = a2 > 0, g
(2)(xex) > C > 0 (xex = xmin, xmax).
(3) Ôóíêöèè g(x− xmin) è g(x− xmax) ÷¼òíûå.
(4) Åñëè xmin = 0, òî ïðè |x| 6 pi âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî g(x) = g1(x2), è ÷¼òíàÿ óíêöèÿ h(x),
îïðåäåë¼ííàÿ ïðè |x| 6 pi ðàâåíñòâîì h(x) = g1(−x2), èìååò ïðè |x| 6 pi ïî êðàéíåé ìåðå øåñòü
îãðàíè÷åííûõ ïðîèçâîäíûõ |h(n)(x)| 6 C (n = 0, 1, . . . , 6). Èìååòñÿ òî÷êà x0 ∈ [0, pi − C], C > 0,
òàêàÿ, ÷òî h(x0) = 0. Ôóíêöèÿ h(x) ïðè x ∈ [0, x0] èìååò îäèí ïðîñòîé ìàêñèìóì â òî÷êå x = 0,
è h(0) = a2. Ïðè ýòîì íà îòðåçêå [0, x0] óíêöèÿ h(x) ìîíîòîííî óáûâàåò, è
0 6 h(x) 6 a2, h
(1)(x) < 0, (0 < |x| 6 x0).
Óñëîâèå (3) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì ÷¼òíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé g h(x) = g(ix).
Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû óíêöèé èç êëàññà G. Ê êëàññó G ïðè xmin = 0 èëè xmax = 0 ïðèíàäëåæàò
ïåðèîäè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ óíêöèé âèäà g(x) = f(x2) (0 6 x 6 pi) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà óíêöèþ f . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè xmin = 0 óíêöèè âèäà
g(x) =
∞∑
n=0
cn cosnx, |cn| 6 Ce−pin(1+δ), (δ > 0)
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
cn 6 0 (n > 1), |c1| 6 pi
2
∞∑
n=2
n |cn|,
∞∑
n=1
|cn| < c0 <
∞∑
n=1
|cn| ch(pin)
òàêæå ïðèíàäëåæàò ê êëàññó G.
Èíòåðåñóþùèé íàñ ïîëóèíòåðâàë 0 6 a < a1 ïàðàìåòðà a îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç U . Áóäåì ðàçëè÷àòü
òðè îáëàñòè Ui ⊂ U (i = 1, 2, 3) ïàðàìåòðà a òàêèå, ÷òî U =
⋃
i
Ui. Ïî îïðåäåëåíèþ a ∈ U1, åñëè
a2 < a0 6 a < a1; a ∈ U2, åñëè a2 6 a 6 a′0 è a′0 > a0; a ∈ U3, åñëè 0 6 a 6 a2. Ïðè a ∈ U1 íà÷àëî
êîîðäèíàò âûáèðàåòñÿ â òî÷êå xmax (xmax = 0), à ïðè a ∈ U2 ∪ U3 â òî÷êå xmin (xmin = 0). Òàêèì
îáðàçîì, íèæå ÷åðåç g(x) â çàâèñèìîñòè îò a îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå óíêöèè è, åñëè ïðè a ∈ U1 èìååò
ìåñòî òîæäåñòâî g(x) = g˜(x), òî ïðè a ∈ U2 ∪ U3 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî g(x) = g˜(x− pi).
Åñëè a ∈ U1 ∪ U2, òî ÷åðåç x1 = −x2, x2 > 0 (xi ≡ xi(a)) îáîçíà÷àþòñÿ òî÷êè ïîâîðîòà êîðíè
óðàâíåíèÿ g(x) = a. Ïðè a ∈ U3 ÷åðåç x1 = −x2, x2 > 0, îáîçíà÷àþòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ h(x) = a.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû a0 è a
′
0 èêñèðîâàíû è âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî pi − x2(a) > C > 0
ïðè a = a0, a
′
0. Èç óñëîâèé (2.3) ñëåäóåò, ÷òî |xmin − xmax| = pi. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå óíêöèé g(x) è
h(x) ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1.
Â êàæäîé èç îáëàñòåé Ui (i = 1, 2, 3) ââåä¼ì âåëè÷èíû α
2 ≡ α2(a), α22 ≡ α22(a) ñîãëàñíî ñëåäóþùèì
îïðåäåëÿþùèì èõ ðàâåíñòâàì:
α2 =
2
pi
x2∫
x1
√
g(x)− a dx, α22 =
2
pi
∫
a>g(x)
√
a− g(x) dx, (x ∈ U1),
α2 =
2
pi
x2∫
x1
√
a− g(x) dx, α22 = α2, (x ∈ U2),
α2 =
2
pi
x2∫
x1
√
h(x)− a dx, α22 = α2, (x ∈ U3).
(2.1)
Çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè U1 âûïîëíåíî α
2 → 0 ïðè a→ a1, òîãäà êàê â îáëàñòè U2 ∪ U3 âûïîëíåíî α2 → 0
ïðè a→ a2.
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✻
x
g(x)
−pi pix1 x20
a2
a0
a
a1
a ∈ U1
✲
✻
x
g(x)
−pi pix1 x20
a2
a
a′0
a1
a ∈ U2
✲
✻
x
h(x)
−pi pix1 x20
a2
a
a ∈ U3
èñ. 1.
Âåçäå íèæå
b ≡ b(λ1) =


1
2
λα2
−1
2
λα2
b2 ≡ b2(λ) =
{
1
2
λα22 (a ∈ U1 ∪ U2)
b (a ∈ U3).
(2.2)
Äëÿ èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ÷åðåç λn,a îáîçíà÷èì òî÷êè ñïåêòðà çàäà÷è (1.1) ïðè èõ
åñòåñòâåííîì óïîðÿäî÷åíèè
. . . 6 λn−1,a 6 λn,a 6 λn+1,a 6 . . . (n ∈ Z+). (2.3)
Òåîðåìà. Ïóñòü g ∈ G è ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (1.1). Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ (1), (2).
6(1) Ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ïðè λ≫ 1, ∀a ∈ U ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé λ±(a, p), íóìåðóå-
ìûõ âûáîðîì çíàêà ± è öåëûì ÷èñëîì p≫ 1, è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
λ±(a, p) = λ
0
p + F (a)
−1H±(b2(λ
0
p)) +R±(a, p). (2.4)
Â ýòèõ îðìóëàõ
λ0p ≡ λ0(a, p) = 2pip(F (a))−1, (2.5)
âåëè÷èíà F (a) îïðåäåëåíà â (1.8), èìåþò ìåñòî îöåíêè
R±(a, p) =


F (a)−1O
(
(λ0p)
−2/3 lnλ0p
)
(a2 6 a < a1),
O
(
(λ0p)
−1/2(lnλ0p)
1/2
)
(0 6 a < a2),
(2.6)
è óíêöèè H± îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
H±(x) = ± arctg epix − x+ x ln |x| − arg Γ
(
1
2
+ ix
)
, (2.7)
â êîòîðûõ Γ(·) ãàììà-óíêöèÿ, è âåòâü àðãóìåíòà âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî
arg z = 0 (z ∈ R+) , | arg z| 6 pi.
(2) Óïîðÿäî÷åííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn,a (2.3) ïðè n≫ 1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
λn,a =


λ+
(
a,
n
2
)
èëè λ−
(
a,
n
2
)
(n÷¼òíîå)
λ+
(
a,
n+ 1
2
)
èëè λ−
(
a,
n+ 1
2
)
(níå÷¼òíîå)
(a 6 a2 − Cλ−1),
λn,a =


λ+
(
a,
n
2
)
(n÷¼òíîå)
λ−
(
a,
n+ 1
2
)
(níå÷¼òíîå)
(a > a2 + Cλ
−1),
(2.8)
è ñîáñòâåííûå óíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ±(a, p) èìåþò 2p íóëåé íà
èíòåðâàëå [−pi, pi).
Ñâîéñòâà óíêöèé H±(x) áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòè óíêöèè íåïðå-
ðûâíû, íî èõ ïðîèçâîäíûå èìåþò îñîáåííîñòü âèäà ln |x| ïðè x → 0. Ôóíêöèè H±(x) íåìîíîòîííû è èõ
êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ÿñíî èç ðèñ. 2.
Îñíîâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ëåììà î ñïåêòðå, äàþùàÿ, êðîìå
òîãî, íåñêîëüêî áîëåå òî÷íóþ èíîðìàöèþ îá àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äëÿ îðìóëèðîâêè
ýòîé ëåììû, êðîìå ââåä¼ííûõ âûøå âåëè÷èí F (a), α2 ≡ α2(b), b ≡ b(λ, a), ïîíàäîáÿòñÿ âåëè÷èíû
k(b) =
(
1 + e2pib
)1/2 − epib, (2.9)
âåëè÷èíû ζ2 ≡ ζ2(a), îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè
pi∫
x2
√
a− g(x) dx =
ζ2∫
α
√
ζ22 − α2 dζ =
1
2
ζ2
√
ζ22 − α2 −
α2
2
ln
(
ζ2
α
+
1
α
√
ζ22 − α2
)
, (a ∈ λ1)
pi∫
x2
√
g(x)− a dx =
ζ2∫
α
√
ζ2 − α2 dζ (a ∈ U2)
pi∫
0
√
g(x)− a dx =
ζ2∫
0
√
ζ2 + α2 dζ =
1
2
ζ2
√
ζ22 + α
2 +
α2
2
ln
(
ζ2
α
+
1
α
√
ζ22 + α
2
)
(a ∈ U3),
(2.10)
è âåëè÷èíà
Ψ(λ, a) = λζ22 − 2b ln(ζ2
√
2λ) + arg Γ
(
1
2
+ ib
)
. (2.11)
7Ââåä¼ì áîëåå äåòàëüíîå, ÷åì U =
⋃
i Ui, ðàçáèåíèå èíòåðâàëà U U =
⋃5
i=1Ai. Ïî îïðåäåëåíèþ
a ∈ A1 = U1 (a0 6 a < a1),
a ∈ A2 ⊂ U2 (a2 + Cλ−1+ε1 6 a 6 a′0, 0 < ε1 < 1, C > 0),
a ∈ A3 ⊂ U2 (a2 6 a 6 a2 + Cλ−1+ε2 , 0 < ε2 < 1/2, C > 0),
a ∈ A4 ⊂ U3 (a2 − Cλ−1+ε
′
2 6 a 6 a2, 0 < ε
′
2 < 1/2, C > 0),
a ∈ A5 ⊂ U3 (0 6 a 6 a2 − Cλ−1+ε
′
1 , 0 < ε′1 < 1, C > 0).
Ëåììà î ñïåêòðå. Ïóñòü g ∈ G, a ∈ U è λ > C ≫ 1ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ
çàäà÷è (1.1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî òàêîãî λ ñóùåñòâóþò öåëîå ÷èñëî p ∈ Z+ (p > C ≫ 1) è âûáîð çíàêà ±
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ (1)(5):
(1) Åñëè a ∈ A1, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
λF (a) = 2pip± pi
2
+O
(
λ−2/3 lnλ
)
. (2.12)
(2) Åñëè a ∈ A2, òî ∀ε1 òàêîãî, ÷òî 0 < ε1 < 1, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
λF (a) = 2pip± pi
2
− 1
24b
+O
(
b−3 + λ−2/3 lnλ
)
. (2.13)
(3) Åñëè a ∈ A3, òî ∀ε2 òàêîãî, ÷òî 0 < ε2 < 1/2, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Ψ(λ, a) = 2pip± arccos 2k(b)
1 + k2(b)
− b
2
2ζ22λ
+O
(
b4
λ2
+ λ−2/3 lnλ
)
. (2.14)
(4) Åñëè a ∈ A4, òî ∀ε′2 òàêîãî, ÷òî 0 < ε′2 < 1/2, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Ψ(λ, a) = 2pip± arccos 2k(b)
1 + k2(b)
− b
2
2ζ22λ
+O
(
b4
λ2
+ λ−1 lnλ
)
. (2.15)
(5) Åñëè a ∈ A5, òî ∀ε′1 òàêîãî, ÷òî 0 < ε′1 < 1, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
λF (a) = 2pip− 1
24b
+O
(
|b|−3/2 + λ−1/2 (lnλ)1/2
)
. (2.16)
àññìîòðèì ñâîéñòâà óíêöèé H±(x).
Â ñëó÷àå |x| ≫ 1 âîñïîëüçóåìñÿ îðìóëîé Ñòèðëèíãà [22℄
ln Γ(z) =
(
z − 1
2
)
ln z − z + 1
2
ln 2pi +
m∑
n=1
B2n
2n(2n− 1)z2n−1 +O
(|z|−2m−1) ,
B2 = 1/6, B4 = −1/30, (| arg z| < pi).
Òàê êàê arg Γ(1/2 + ix) = Im lnΓ(1/2 + ix), òî
argΓ(1/2 + ix) = x ln |x| − x+ 1
24x
+
7
24 · 120
1
x3
+O(|x|−5)
è ñëåäîâàòåëüíî ïðè |x| ≫ 1
H±(x) = ±pi
2
− 1
24x
− 7
24 · 120
1
x3
+O
(|x|−5) (x > 0),
H±(x) =
1
24x
− 7
24 · 120
1
x3
+O
(|x|−5) (x < 0). (2.17)
Â ñëó÷àå |x| ≪ 1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé îðìóëîé (ñì. [23℄)
arg Γ(x+ iy) = yψ
(
1
2
)
+
∞∑
n=0
(
y
x+ n
− arctg x
2n+ 1
) (
ψ(x) =
Γ′(x)
Γ(x)
)
,
èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî
arg Γ
(
1
2
+ ix
)
= xψ
(
1
2
)
+
∞∑
n=0
(
2x
2n+ 1
− arctg 2x
2n+ 1
)
.
8àçëàãàÿ óíêöèþ arctg
2x
2n+ 1
â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷èì
argΓ
(
1
2
+ ix
)
= xψ
(
1
2
)
+
∞∑
n=1
A2n+1 · x2n+1,
A2n+1 = (−1)n+1 2
2n+1
2n+ 1
∞∑
m=0
(2m+ 1)−2n−1
(
ψ
(
1
2
)
= γ − 2 ln 2 = −1, 9635 . . .
)
.
Òàê êàê
arctg epix =
pi
4
− pix
2
+
1
2
(pix)3 +O
(|x|5) ,
òî ïðè |x| ≪ 1
H±(x) = ±pi
4
+ x ln |x|+ x
(
±pi
2
− 1− ψ
(
1
2
))
+ x3
(
∓pi
3
12
−A3
)
+O
(|x|5) . (2.18)
Ïðÿìî èç îïðåäåëåíèé (2.7) óíêöèé H±(x) ñëåäóåò, ÷òî
H+(x) = H−(x) + 2 arctg e
pix, H±(−x) = ±pi
2
−H±(x) (2.19)
è òàêèì îáðàçîì äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå óíêöèè H+(x) ïðè x > 0. Èç îð-
ìóë (2.17), (2.18) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x > 0 ýòà óíêöèÿ èìååò ìèíèìóì â òî÷êå x+min ≃ 0, 0293
è H+(x
+
min) ≃ pi/4 − x+min. Ôóíêöèÿ H−(x) òàêæå èìååò îäèí ìèíèìóì â òî÷êå x−min ≃ 1, 683 è
H−(x
−
min) ≃ pi/2− 0, 0203. Âèä óíêöèé H±(x) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.
Ñ êà÷åñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å âåëè÷èíû
sn,a = F (a)λn,a ïðè n ≫ 1, a ∈ U âåäóò ñåáÿ òàê æå, êàê âåëè÷èíû
√
λ˜n â êëàññè÷åñêîé (äåèíèòíîé)
çàäà÷å ØòóðìàËèóâèëëÿ, ò. å. ãðóïïèðóþòñÿ â ïàðû, è ìåæäó ýòèìè ïàðàìè èìåþòñÿ ëàêóíû, øèðèíà
∆ êîòîðûõ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìååò àñèìïòîòèêó âèäà
F (a) ·∆ = 2pi − 2 arctg epib2(λ) +O
(
λ−1/2(ln λ)1/2
)
> pi +H+(x
−
min) +O
(
λ−1/2(lnλ)1/2
)
. (2.20)
 3. åçóëüòàòû Îëâåðà
Â ýòîì ïàðàãðàå áóäóò êðàòêî îïèñàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [17℄ â òîé èõ ÷àñòè, êîòîðàÿ íàì íåîá-
õîäèìà. Ïîïóòíî áóäóò ââåäåíû íóæíûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ, è áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [17℄ ïðèìåíèìû ïðè g ∈ G. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êëàññ G è áûë îïðåäåë¼í òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äëÿ íåãî áûëè âåðíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [17℄.
Òî÷êè ïîâîðîòà xi ≡ xi(a), x1 = −x2, x2 > 0 áûëè îïðåäåëåíû âûøå, è ïðè g ∈ G óíêöèÿ x2(a) èìååò
îáðàòíóþ a = a(x2). àññìîòðèì óíêöèþ
f(x, a) = a− g(x). (3.1)
Äëÿ ïðèìåíèìîñòè ðåçóëüòàòîâ Îëâåðà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëè ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ
f(x, a) = (x2 − x22)ρ1(x, x2) (a ∈ U1),
f(x, a) = (x22 − x2)ρ2(x, x2) (a ∈ U2),
f(x, a) = −(x2 + x22)ρ3(x, x2) (a ∈ U3),
â êîòîðûõ óíêöèè ρi(x, x2) > C > 0 è èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïî
x. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óíêöèÿ f(x, a(x2)) íå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì x2 ïðè a ∈ U1 ∪ U3 è
íåóáûâàåò ïðè a ∈ U2. Äîêàæåì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè g ∈ G è a ∈ U . Ïóñòü a ∈ U1. Òàê
êàê x2 óáûâàåò ñ ðîñòîì a (ñì. ðèñ. 1), òî ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ (3.1) ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ f(x, a(x2))
óáûâàåò ñ ðîñòîì x2. Ïðåäñòàâëåíèå f(x, a) = (x
2 − x22)ρ1(x, x2) ñëåäóåò èç îðìóëû Òåéëîðà
f(x, a) = (x − x2)
1∫
0
f (1)(x2 + s(x − x2)) ds = (x − x2)f1(x, a).
9✻
✲
0
pi
2
−pi
2
pi
4
−pi
4
x+min ≃ 0, 03 x−min ≃ 1, 68
H+(x
+
min) ≃
pi
4
− 0, 03
H−(x
−
min) ≃ −
pi
2
− 0, 02
H−(x)
H+(x)
èñ. 2.
Ïðèìåíÿÿ çàòåì ýòó îðìóëó ñ çàìåíîé x2 íà x1 = −x2 ê óíêöèè f1(x, a), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè a ∈ U2
ρ1(x, x2) =
1∫
0
dt
1∫
0
dsf (2)(x2 + s(−2x2 + t(x+ x2)).
Óñëîâèå ρ1(x, x2) > C > 0 ñëåäóåò èç ïðîñòîòû íóëåé xi óíêöèè f è òîãî, ÷òî g
(2)(0) 6 −C (C > 0).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè a ∈ U1 ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû Îëâåðà. Ïðè a ∈ U2 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî è íàäî
ïðîñòî çàìåíèòü f íà −f . Ïðè a ∈ U3 ýòè æå ðàññóæäåíèÿ íàäî ïðèìåíèòü ê óíêöèè f˜(x, a) = a− h(x).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè g ∈ G è ëþáîì a ∈ U ìîæíî ïðèìåíÿòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [17℄.
Ìåòîä Îëâåðà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) îñíîâàí
íà ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëèóâèëëÿ, áîëåå ñëîæíîãî, ÷åì óêàçàííîå â  1. Íóæíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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(ñì. [1, 2℄) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
u(x) = (ϕ′(ζ))1/2 w(ζ), x = ϕ(ζ), (3.2)
ãäå wíîâàÿ çàâèñèìàÿ, à ζ íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííûå. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (1.1) ïðè-
íèìàåò âèä
w′′(ζ) =
(
λ2f(ϕ′)2 − 1
2
{ϕ, ζ}
)
w(ζ), (3.3)
ãäå {ϕ, ζ} ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà ({ϕ, ζ} = ϕ′′′(ϕ′)−1 − 3/2 · (ϕ′′)2(ϕ′)−2). Â ýòèõ îðìóëàõ è âåçäå íèæå
øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ζ.
àññìîòðèì ñëó÷àé a ∈ U1. Òîãäà óíêöèÿ ϕ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé
(ϕ′)2 f = ζ2 − α2, ϕ(α) = x2, (ϕ(−α) = x1 = −x2), (3.4)
â êîòîðûõ âåëè÷èíà α = α(a) îïðåäåëåíà â (2.1). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåìåííûå ζ è x ïðè a ∈ U1
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè
x∫
x1
√
−f dx =
ζ∫
−α
√
α2 − ζ2 dζ (x1 < x < x2),
x1∫
x
√
f dx =
−α∫
ζ
√
ζ2 − α2 dζ (x < x1),
x∫
x2
√
f dx =
ζ∫
α
√
ζ2 − α2 dζ (x > x2).
(3.5)
Â îáëàñòè U2 óíêöèÿ ϕ(ζ) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
(ϕ′)2 f = α2 − ζ2, (3.6)
è âñ¼ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ a ∈ U1, íàäî òîëüêî çàìåíèòü â (3.5) f íà −f . Â îáëàñòè U3 óíêöèÿ ϕ îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óñëîâèé
(ϕ′)2 f = −α2 − ζ2, ϕ(0) = 0, (3.7)
è, ñëåäîâàòåëüíî,
x∫
0
√
−f dx =
ζ∫
0
√
α2 + ζ2 dζ. (3.8)
Ïðè âñåõ a ∈ U óíêöèÿ x = ϕ(ζ) èìååò îáðàòíóþ óíêöèþ ζ = ζ(x), êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà
îòðåçêå |x| 6 pi è
ζ2 = ζ(pi) = −ζ1 = ζ(−pi), ζ2 > C > 0. (3.9)
Îòáðàñûâàÿ â óðàâíåíèè (3.3) ÷ëåí, ñîäåðæàùèé {ϕ, ζ}, ïîëó÷èì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè (3.4), (3.6)
è (3.7) ñëåäóþùèå ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ:
v′′(ζ) = λ2(ζ2 − α2)v(ζ) (a ∈ U1),
v′′(ζ) = λ2(α2 − ζ2)v(ζ) (a ∈ U2),
v′′(ζ) = −λ2(α2 + ζ2)v(ζ) (a ∈ U3).
(3.10)
Ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì Âåáåðà
d2y
dz2
(z) =
(
β ± z
2
4
)
y(z). (3.11)
àçëè÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óíêöèÿìè Âåáåðà èëè óíêöèÿìè ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Íèæå, ñëåäóÿ ðàáîòå [17℄, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äâå êîíêðåòíûå ñèñòåìû ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.11) U(β, z), U(β, z) è W (β,±z). Âñå íóæíûå íàì ðåçóëüòàòû î ñâîé-
ñòâàõ ýòèõ ðåøåíèé ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [17, 24, 25℄. Ôóíêöèè U(β, z), U(β, z) è W (β,±z) ñëåäóþùèì
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îáðàçîì ñâÿçàíû ñî ñòàíäàðòíûìè óíêöèÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà Dν(z) è óíêöèÿìè Óèòòåêåðà
Wκ,ν(z) [26℄:
U(β, z) = D−β−1/2(z) = 2
−β/2z−1/2W−1/2β,−1/4(z),
U(β, z) = tg piβ · U(β, z)− secpiβU(β,−z),
W (β, z) =
√
2k(β)eipiβ/4 Re
{
ei(φ/2+1/8)U
(
iβ, e−ipi/4z
)}
,
W (β,−z) =
√
2
k(β)
eipiβ/4 Im
{
ei(φ/2+1/8)U
(
iβ, e−ipi/4z
)}
.
Â ýòèõ îðìóëàõ φ = argΓ (1/2 + iβ), è âåëè÷èíà k(β) îïðåäåëåíà â (2.9). Ïðè a ∈ U1 ïåðâîå èç óðàâíå-
íèé (3.10) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (3.11) ñî çíàêîì ïëþñ â ïðàâîé ÷àñòè, è â êà÷åñòâå óíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.10) äëÿ v(ζ) óäîáíî âûáðàòü
v1(ζ) = U(β, z), v2(ζ) = U(β, z),
β = −1
2
λα2, z = ζ
√
2λ.
Â êà÷åñòâå óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ìîæíî âûáðàòü è óíêöèè U(β,−z), U(β,−z), è ìåæäó
ýòèìè ñèñòåìàìè èìåþòñÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçè
U(β,−z) = cos(piβ)U (β,−z)− sin(piβ)U(β, z),
U(β,−z) = sin(piβ)U (β, z) + cos(piβ)U(β, z). (3.12)
Â ñëó÷àå a ∈ U2 ∪ U3 ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (3.10) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (3.11) ñî çíàêîì ìèíóñ
â ïðàâîé ÷àñòè, è â êà÷åñòâå óíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.10) âûáèðàþòñÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî,
vi(ζ) =W
(
1
2
λα2 ± ζ
√
2λ
)
i = 1, 2, (a ∈ U2),
vi(ζ) =W
(
−1
2
λα2 ± ζ
√
2λ
)
i = 1, 2, (a ∈ U3).
Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [17℄ âûòåêàþò ñëåäóþùèå íóæíûå íàì óòâåðæäåíèÿ.
Ïóñòü a ∈ U1 ⊂ [0, ζ2]. Òîãäà óðàâíåíèå (3.3) ïðè g ∈ G èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ âèäà
w1(ζ) = U
(
−1
2
λα2, ζ
√
2λ
)
+R1(ζ),
w2(ζ) = U
(
−1
2
λα2, ζ
√
2λ
)
+R2(ζ),
(3.13)
è ïðè ζ ∈ [0, ζ2] äëÿ óíêöèé Ri(ζ) è èõ ïðîèçâîäíûõ R′i(ζ) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè
R1(ζ) = (E(β, z))
−1
M(β, z)O
(
λ−2/3 lnλ
)
,
R2(ζ) = E(β, z)M(β, z)O
(
λ−2/3 lnλ
)
,
R′1(ζ) = (E(β, z))
−1
N(β, z)O
(
λ−1/6 lnλ
)
,
R′2(ζ) = E(β, z)N(β, z)O
(
λ−1/6 lnλ
)
.
(3.14)
Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ β = −1
2
λα2, z = ζ
√
2λ. Ïðè a ∈ U íàì ïîíàäîáÿòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ óíêöèé E(β, z),
M(β, z) è N(β, z) ïðè β > 0 è z > ρ(β), ãäå ρ(β)ìàêñèìàëüíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
U(β, z) = U(β, z), è ïðè |β| ≫ 1, β < 0, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
ρ(β) = 2
√
−β + C(−β)1/2 +O
(
|β|−5/6
)
(C ≃ −0, 366 . . .). (3.15)
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Åñëè a ∈ U1, β < 0, z > ρ(β), òî â ðàâåíñòâàõ (3.14)
E(β, z) =
(
U(β, z)
)1/2
(U(β, z))
−1/2
, M(β, z) =
[
2U(β, z)U(β, z)
]1/2
,
N(β, z) =
[(
U (1)(β, z)
)2 U(β, z)
U(β, z)
+
(
U
(1)
(β, z)
)2 U(β, z)
U(β, z)
]1/2
.
(3.16)
Çäåñü è íèæå U (1)(β, z) =
d
dz
U(β, z), U
(1)
(β, z) =
d
dz
U(β, z). ×òî êàñàåòñÿ îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ
ïðè ζ < 0, òî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [17℄, ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ w3(ζ), w4(ζ)
óðàâíåíèÿ (3.3) òàêèå, ÷òî ïðè a ∈ U1
w3(ζ) = U
(
−1
2
λα2,−ζ
√
2λ
)
+ R3(ζ),
w4(ζ) = U
(
−1
2
λα2,−ζ
√
2λ
)
+ R4(ζ),
(3.17)
è âåëè÷èíû R3(ζ), R
′
3(ζ) ïðè ζ ∈ [ζ1, 0] óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ðàâåíñòâàì (3.14), ÷òî è R1(ζ), R′1(ζ), à
R4(ζ), R
′
4(ζ)òåì æå ðàâåíñòâàì (3.14), ÷òî è R2(ζ), R
′
2(ζ), íî â ðàâåíñòâàõ (3.14) òåïåðü íàäî ïîëîæèòü
z = −ζ
√
2λ.
Ïðè a ∈ U1 äëÿ êîýèöèåíòîâ A1, B1, A2, B2 â óðàâíåíèÿõ ñâÿçè
w1(ζ) = A1w3(ζ) +B1w4(ζ),
w2(ζ) = A2w3(ζ) +B2w4(ζ),
(3.18)
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
A1 = sin
(pi
2
λα2
)
+O
(
λ−2/3 lnλ
)
, B1 = cos
(pi
2
λα2
)
+O
(
λ−2/3 lnλ
)
,
A2 = cos
(pi
2
λα2
)
+O
(
λ−2/3 lnλ
)
, B2 = − sin
(pi
2
λα2
)
+O
(
λ−2/3 lnλ
)
.
(3.19)
Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ a ∈ U2. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíàÿ íàì ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ Îëâåðà îð-
ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè g ∈ G, a ∈ U2 èìåþòñÿ äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ w1, w2
óðàâíåíèÿ (3.3) òàêèå, ÷òî
w1(ζ) = (k(b))
−1/2
W (b, ζ
√
2λ) +R1(ζ),
(
b =
1
2
λα2
)
,
w2(ζ) = (k(b))
1/2W (b,−ζ
√
2λ) +R2(ζ),
(3.20)
è ïðè ýòîì äëÿ ζ ∈ [0, ζ2] ñíîâà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (3.14), â êîòîðûõ β = b = 1
2
λα2, z = ζ
√
2λ,
E(β, z) = 1. Íàì áóäóò íóæíû òîëüêî âûðàæåíèÿM(β, z), N(β, z) ïðè z > σ(β), ãäå σ(β)ìèíèìàëüíûé
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ k(b)−1/2W (b,−z) = k(b)1/2W (b,−z), è ïðè b≫ 1
σ(b) = 2b1/2 − cb−1/6 +O
(
b−5/6
)
(C ≃ −0, 366 . . .) (3.21)
Åñëè z > σ(b), β = β > 0 è a ∈ U2, òî â ðàâåíñòâàõ (3.14)
M(β, z) =
[
k(b)−1W 2(b, z) + k(b)W 2(b,−z)]−1/2 ,
N(β, z) =
[
k(b)−1
(
W (1)(b, z)
)2
+ k(b)
(
W (1)(b,−z)
)2]−1/2
,
(3.22)
Êðîìå òîãî, ïðè a ∈ U2 èìåþòñÿ äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ w3, w4 óðàâíåíèÿ (3.3)
w3(ζ) = (k(b))
−1/2
W (b,−ζ
√
2λ) +R3(ζ),
w4(ζ) = (k(b))
1/2W (b, ζ
√
2λ) +R4(ζ),
(3.23)
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äëÿ êîòîðûõ ïðè ζ ∈ [ζ1, 0] âåëè÷èíû R3,4(ζ), R′3,4(ζ) îöåíèâàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê îïèñàíî âûøå ïðè
a ∈ U1. Â óðàâíåíèÿõ ñâÿçè (3.18) ïðè a ∈ U2
A1 = O
(
λ−2/3 lnλ
)
, B1 = k(b)
−1
(
1 +O
(
λ−2/3 lnλ
))
,
A2 = k(b)
(
1 +O
(
λ−2/3 lnλ
))
, B2 = O
(
λ−2/3 lnλ
)
.
(3.24)
Íàêîíåö, ïðè a ∈ U3 â ðàáîòå [17℄ äîêàçàíî, ÷òî íà âñ¼ì îòðåçêå ζ ∈ [ζ1, ζ2] èìååòñÿ äâà ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ðåøåíèÿ w1, w2 óðàâíåíèÿ (3.3)
w1(ζ) =W (b, ζ
√
2λ) +R1(ζ),
(
b = −1
2
λα2
)
,
w2(ζ) =W (b,−ζ
√
2λ) +R2(ζ)
(3.25)
ñ îöåíêàìè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ
R1,2(ζ) =M(b, z)O
(
λ−1 lnλ
)
, R′1,2(ζ) = N(b, z)O
(
λ−1 lnλ
)
. (3.26)
Âåëè÷èíû M(b, z) è N(b, z) ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.12), â êîòîðûõ β = b = −1
2
λα2,
z = ζ
√
2λ.
 4. Óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà
Óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1.1), äëÿ êîòîðûõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ
u(−pi) = u(pi), du
dx
(−pi) = du
dx
(pi). (4.1)
Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì ζ, w (3.2) è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ (3.9) âåëè÷èí ζi (i = 1, 2), ïåðåïèøåì óñëî-
âèÿ (4.1) â âèäå
w(ζ1) (ϕ
′(ζ1))
1/2
= w(ζ2) (ϕ
′(ζ2))
1/2
, (4.2)
1
2
ϕ′′(ζ1)
(ϕ′(ζ1))
3/2
w(ζ1) +
1
(ϕ′(ζ1))
1/2
w′(ζ1) =
1
2
ϕ′′(ζ2)
(ϕ′(ζ2))
3/2
w(ζ2) +
1
(ϕ′(ζ2))
1/2
w′(ζ2). (4.3)
Èç ïåðèîäè÷íîñòè óíêöèè f (3.1) è ðàâåíñòâ (3.9) ñëåäóåò, ÷òî âî âñåé îáëàñòè U âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ϕ′(ζ1) = ϕ
′(ζ2). Òàê êàê ϕ
′(ζ) > C > 0, òî óðàâíåíèå (4.2) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó w(ζ1) = w(ζ2). Ïóñòü
a ∈ U1. Äèåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (3.4) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó ÷¼òíîñòè óíêöèè g ∈ G âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà
df
dx
(±pi) = 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ϕ′′(ζ2) = ζ2 (f(pi)ϕ′(ζ2))−1 = −ϕ′′(ζ1). Òàê êàê ζ1 = −ζ2, òî â
îáëàñòè U1 óñëîâèÿ (4.2), (4.3) ïðèíèìàþò âèä
w(−ζ2) = w(ζ2)
w′(−ζ2) = w′(ζ2) + ζ2
ζ22 − α2
w(ζ2).
(4.4)
Ïðè âûâîäå âòîðîãî èç ýòèõ óñëîâèé áûëî èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî
ϕ′′(ζ2) (ϕ
′(ζ2))
−1
= ζ2 (ϕ
′(ζ2))
2
f(pi)−1 = ζ2
(
ζ22 − α2
)−1
.
Òî÷íî òàê æå ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèÿ (4.4) èìåþò ìåñòî è â îáëàñòè U2, à â îáëàñòè U3 íàäî òîëüêî â
ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî èç óñëîâèé çàìåíèòü ζ22 − α2 íà ζ22 + α2. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ (3.3) ïðè âñåõ a ∈ U èìåþò âèä
w(−ζ2) = w(ζ2),
w′(−ζ2) = w′(ζ2) + γw(ζ2),
(4.5)
è ïðè ýòîì
γ =


ζ2
(
ζ22 − α2
)−1
(a ∈ U1 ∪ U2)
ζ2
(
ζ22 + α
2
)−1
(a ∈ U3).
(4.6)
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×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà, çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) â âèäå
w(ζ) = Aw1(ζ) +Bw2(ζ), (4.7)
ãäå wi(ζ) (i = 1, 2)  ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå â  3. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4.7) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.5),
ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýèöèåíòîâ A è B. Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ýòîé
ñèñòåìû íóëþ, èìååì óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà
[w1(ζ2)− w1(−ζ2)] [w′2(ζ2)− w′2(−ζ2) + γw2(ζ2)] = [w2(ζ2)− w2(−ζ2)] [w′1(ζ2)− w′1(−ζ2) + γw1(ζ2)]. (4.8)
Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (3.3) óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
 5. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ñïåêòðå
Ëåììà î ñïåêòðå, ñîðìóëèðîâàííàÿ â  2, ñîäåðæèò ïÿòü óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî
äîêàçûâàþòñÿ â ýòîì ïàðàãðàå.
5.1. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (1). Â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a ∈ A1, ò. å.
a0 6 a < a1.
Ââåä¼ì ñîêðàù¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ
U ≡ U
(
−1
2
λα2, ζ2
√
2λ
)
, U (1) ≡ U (1)
(
−1
2
λα2, ζ2
√
2λ
)
,
U ≡ U
(
−1
2
λα2, ζ2
√
2λ
)
, U
(1) ≡ U (1)
(
−1
2
λα2, ζ2
√
2λ
)
.
Èç ñîîòíîøåíèé (3.13) ñëåäóåò, ÷òî
w2(ζ2) = U +R1(ζ2), w2(ζ2) = U +R2(ζ2),
w′2(ζ2) =
√
2λU (1) +R′2(ζ2), w
′
2(ζ2) =
√
2λU
(1)
+R′2(ζ2).
(5.1)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí wi(−ζ2), w′i(−ζ2) (i = 1, 2) íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì (3.17) è óðàâíå-
íèÿìè ñâÿçè (3.18). Òîãäà
w1(−ζ2) = A1[U +R3(−ζ2)] +B1[U +R4(−ζ2)],
w2(−ζ2) = A2[U +R3(−ζ2)] +B2[U +R4(−ζ2)],
w′1(−ζ2) = A1[−
√
2λU (1) +R′3(−ζ2)] +B1[−
√
2λU
(1)
+R′4(−ζ2)],
w′2(−ζ2) = A2[−
√
2λU (1) +R′3(−ζ2)] +B2[−
√
2λU
(1)
+R′4(−ζ2)],
(5.2)
ãäå êîýèöèåíòû Ai, Bi óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (3.19). Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå âåëè÷èí Ri(ζ)
(i = 3, 4), äàííîå â  3, çàìå÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî îöåíèòü âåëè÷èíû Ri(ζ2), R
′(ζ2) (i = 1, 2), è ïîëó-
÷åííûå îöåíêè áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ âåëè÷èí Ri(−ζ2), R′i(−ζ2) ñîîòâåòñòâåííî ïðè i = 3, 4. Îáùàÿ äëÿ
âñåõ ñëó÷àåâ a ∈ Ai (i = 1 − 5) ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé èç ëåììû î ñïåêòðå
ñîñòîèò â ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé òèïà (5.1) è (5.2) äëÿ wi(±ζ2), w′i(±ζ2) â óðàâíåíèå (4.8) äëÿ ñïåêòðà è
èñïîëüçîâàíèÿ çàòåì àñèìïòîòèê óíêöèé Âåáåðà. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íóæíûå àñèìïòîòèêè
èçâåñòíû è ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [24, 25℄.
Ïðè a ∈ A1 íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà λα2 > λε (ε > 0), è ââåä¼ì âåëè÷èíû
µ2 = λα2, t = ζ2α
−1, (µt
√
2 = ζ2
√
2λ). (5.3)
Òàê êàê ϕ(ζ2) = pi, ϕ(x2) = α è pi − x2 > C > 0, òî ïðè a ∈ A1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà t − 1 > C > 0.
Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì èç ðàáîòû [24℄, ñïðàâåäëèâûì ïðè t > 1.
Ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå âèäà
U = l1(µ)
e−µ
2ξ(t)
(t2 − a)1/4
∞∑
s=0
us(t)
(t2 − 1)3s/2 ·
1
µ2s
. (5.4)
Â ýòîé îðìóëå us(t) ïîëèíîì ñòåïåíè 3s ïðè íå÷¼òíûõ s è ñòåïåíè 3s− 2 äëÿ ÷¼òíûõ s. Â ÷àñòíîñòè,
u0(t) = 1, u1(t) =
1
24
(t3 − 6t), u2(t) = 1
1152
(9t4 + 249t2 + 145).
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Ôóíêöèÿ ξ(t) â (5.4) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
ξ(t) =
t∫
1
√
t2 − 1 dt = t
2
√
t2 − 1− 1
2
ln
(
1 +
√
t2 − 1
)
. (5.5)
Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé U (1) èìåþò âèä (ñì. [24℄)
U (1) = −µl1(µ)√
2
(t2 − 1)1/4e−µ2ξ(t)
∞∑
s=0
vs(t)
(t2 − 1)3s/2 ·
1
µ2s
, (5.6)
v0(t) = 1, v1(t) =
1
24
(t3 + 6t), v2(t) =
1
1152
(15t4 − 327t2 − 143),
è ñòåïåíè ïîëèíîìîâ vs(t) òàêèå æå, êàê è ïîëèíîìîâ us(t). Àíàëîãè÷íûå ðàçëîæåíèÿ èìåþò ìåñòî è äëÿ
âåëè÷èí U , U
(1)
:
U = 2l1(µ)
eµ
2ξ(t)
(t2 − 1)1/4
∞∑
s=0
(−1)sus(t)
(t2 − 1)3s/2 ·
1
µ2s
,
U
(1)
=
√
2l1(µ)(t
2 − 1)1/4eµ2ξ(t)
∞∑
s=0
(−1)svs(t)
(t2 − 1)3s/2 ·
1
µ2s
.
(5.7)
ßâíûé âèä êîíñòàíòû l1(µ) íàì íå âàæåí, òàê êàê l1(µ) > C > 0 ïðè µ
2 ≫ 1 (ñì. [24℄). Êàê óæå óêàçû-
âàëîñü â  2, âåëè÷èíà a0, âõîäÿùàÿ â îïðåäåëåíèå îáëàñòè A1, âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî pi − x2 > C.
Èñïîëüçóÿ ýòî è ïîëàãàÿ ζ = ζ2 â (3.5), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè a ∈ A1 âûïîëíÿåòñÿ t2− 1 > Ct2 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, |us(t)(t2− 1)−3s/2| 6 Cs, |vs(t)(t2− 1)−3s/2| 6 C1. Íóæíûå íàì àñèìïòîòèêè ïðè µ2 > λε (ε > 0) òåïåðü
ïðÿìî ñëåäóþò èç ðàçëîæåíèé (5.4), (5.6), (5.7) è èìåþò âèä
U = l1(µ)e
−µ2ξ(t)(t2 − 1)−1/4 [1 +O(µ−2)] ,
U (1) = −µl1(µ)(t2 − 1)1/4e−µ
2ξ(t)
[
1 +O(µ−2)
]
,
U = 2l1(µ)(t
2 − 1)−1/4eµ2ξ(t) [1 +O(µ−2)] ,
U (1) =
√
2µl1(µ)(t
2 − 1)1/4eµ2ξ(t) [1 +O(µ−2)] .
(5.8)
Òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè (5.3), (5.5) è (2.2) âûïîëíÿåòñÿ
∫ pi
x2
√
f dx = α2ξ(t), òî â îáëàñòè
A1 ïðè µ
2 > λε âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ξ(t) > Cα−2, µ2ξ(t) > Cλ, t2 − 1 > C, è òîãäà èç (5.8) ñëåäóåò,
÷òî
U = l1(µ)O
(
e−Cλ
)
, U (1) = l1(µ)O
(
e−Cλ
)
. (5.9)
Îöåíèì âåëè÷èíû Ri(ζ2), R
′
i(ζ2) (i = 1, 2). Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå â ðàâåíñòâàõ (3.14) áóäåò
β = −µ2/2, z = αt√2λ, è èç (3.15) ñëåäóåò, ÷òî ρ(β) ≃ α√2λ. Òàêèì îáðàçîì, z > ρ(β), è ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâàìè (3.16), èç êîòîðûõ ñ ó÷¼òîì îöåíîê (5.9) ïîëó÷èì, ÷òî
R1(ζ2) = l1(µ)O
(
e−Cλ
)
, R′1(ζ2) = l1(µ)O
(
e−Cλ
)
,
R2(ζ2) = U O
(
λ−2/3 lnλ
)
, R′2(ζ2) = U
(1)
O
(
λ−1/6 lnλ
)
.
(5.10)
Êàê óæå óêàçûâàëîñü, âåëè÷èíû R3(−ζ2), R′3(−ζ2) îöåíèâàþòñÿ òàê æå êàê R1(ζ2), R′1(ζ2), à âåëè÷èíû
R4(−ζ2), R′4(−ζ2) êàê R2(ζ2), R′2(ζ2). Èñïîëüçóÿ ýòè îöåíêè â ðàâåíñòâàõ (5.1), èìååì
w1(ζ2) = l1(µ)O
(
e−Cλ
)
, w′1(ζ2) = l1(µ)O
(
e−Cλ
)
,
w2(ζ2) = U ·
(
1 +O
(
λ−2/3 lnλ
))
, w′2(ζ2) = U
(1) ·
(
1
√
2λ+O
(
λ−1/6 lnλ
))
.
(5.11)
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Ñîîòâåòñòâåííî, èç (5.2) ïîëó÷àåì, ÷òî
w1(−ζ2) = B1U
(
1 +O
(
λ−2/3 lnλ
))
+ l1(µ)O
(
e−Cλ
)
,
w2(−ζ2) = B2U
(
1 +O
(
λ−2/3 lnλ
))
+ l1(µ)O
(
e−Cλ
)
,
w′1(−ζ2) = B1U
(1)
(
−
√
2λ+O
(
λ−1/6 lnλ
))
+ l1(µ)O
(
e−Cλ
)
,
w′2(−ζ2) = B2U
(1)
(
−
√
2λ+O
(
λ−1/6 lnλ
))
+ l1(µ)O
(
e−Cλ
)
.
(5.12)
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5.11), (5.12) â óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà (4.8) è èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêè (5.8), ïîñëå
ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèì óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà ïðè a ∈ A1 è µ2 > λε ê âèäó
B1
[
2 +
γ
(t2 − 1)1/4µ
√
λ
+
(
1 +
γ
(t2 − 1)1/4µ
√
λ
)
O
(
λ−2/3 lnλ+ µ−2
)]
= O
(
e−Cλ
)
. (5.13)
Ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèé (3.19) äëÿ B1 è (4.6) äëÿ γ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
piλα2
2
= npi +
pi
2
+O
(
λ−2/3 lnλ
)
(n ∈ Z+, n≫ 1).
Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (2.1) äëÿ α2 â îáëàñòè U1, ÷òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà
â âèäå
λ
x2∫
x1
√
g(x)− a dx = npi + pi
2
+O
(
λ−2/3 lnλ
)
.
Äâå âåòâè ñïåêòðà â óðàâíåíèè (2.12) ïîëó÷àþòñÿ îòñþäà ïðè n = 2p, n = 2p− 1, è óòâåðæäåíèå (1) ïðè
µ2 > λε äîêàçàíî.
àññìîòðèì ñëó÷àé µ2 6 λε. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè
U(β, z) = e−z
2/4z−β−1/2
[
1− (β + 1/2)(β + 3/2)
2z2
+
(β + 1/2)(β + 3/2)(β + 5/2)(β + 7/2)
2 (2z2)2
+ . . .
]
,
U(β, z) =
√
2
pi
Γ
(
1
2
− β
)
ez
2/4zβ−1/2
[
1 +
(β − 1/2)(β − 3/2)
2z2
+
(β − 1/2)(β − 3/2)(β − 5/2)(β − 7/2)
2 (2z2)2
+ . . .
]
èç ðàáîòû [25℄. Ýòè ðàçëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè z ≫ |β|, è èõ ìîæíî äèåðåíöèðîâàòü ïî z. Ïðè
z ≫ |β|, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
U(β, z) = e−z
2/4z−β−1/2
[
1 +O
(
1 + β2
z2
)]
,
U (1)(β, z) = −1
2
e−z
2/4z−β+1/2
[
1 +O
(
1 + β2
z2
)]
,
U(β, z) =
√
2
pi
Γ
(
1
2
− β
)
ez
2/4zβ−1/2
[
1 +O
(
1 + β2
z2
)]
,
U
(1)
(β, z) =
√
1
2pi
Γ
(
1
2
− β
)
ez
2/4zβ+1/2
[
1 +O
(
1 + β2
z2
)]
.
(5.14)
×òîáû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòèêè ïðè z < 0, |z| ≫ |β|, íàäî ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè
ñâÿçè (3.12). Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå −β = −1
2
λα2, z = ζ2
√
2λ. Òàê êàê ζ2 > C, òî |βz−1| = O
(
λ1/2+ε
)
,
è ïðè ε < 1/2 èìååì |βz−1| ≪ 1. Îïðåäåë¼ííàÿ â  3 óíêöèÿ ρ(β) (3.15) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì β è β(0) = 0
[17℄. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå |β| 6 Cλε è |z| > Cλ1/2, òî, êàê è âûøå, z > ρ(β). Âñ¼ äàëü-
íåéøåå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî áûëî ñäåëàíî âûøå ïðè µ2 > λε, òîëüêî òåïåðü èñïîëüçóþòñÿ
àñèìïòîòèêè (5.14). Óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà ñíîâà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó B1 = O
(
e−Cλ
)
(ñì. (5.13)).
Óòâåðæäåíèå (1) äîêàçàíî.
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5.2. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (2). Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü A2, â êîòîðîé
a2+Cλ
−1+ε1 6 a 6 a′0. Êàê è â ïóíêòå 5.1, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè íóæíûå àñèìïòîòèêè âåëè÷èí
wi(±ζ2), w′i(±ζ2) (i = 1, 2), ãäå óíêöèè wi(ζ) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.20) ïðè ζ > 0 è ðàâåíñòâàìè (3.18),
(3.23) ïðè ζ < 0. Âåëè÷èíû µ, t, êàê è âûøå, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5.3).
Ïî îïðåäåëåíèþ (2.1) â îáëàñòè A2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî α
2 = 4pi−1
∫ x2
0
√
a− g(x) dx. Òàê êàê
xmin = 0, òî ïðè ìàëûõ x âûïîëíÿåòñÿ g(x) = a2 +
1
2
g(2)(0)x2 +O
(
x4
)
, g(2)(0) > C > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
x2 ≃ (2(a− a2)/g2(0))1/2. Òàêèì îáðàçîì, α2 ≍ a − a2 è µ2 > Cλε1 ïðè a ∈ A2. Èç óñëîâèÿ pi − x2 > C
ñëåäóåò, ÷òî ζ2α
−1 − 1 > C > 0 è t2 − 1 > Ct2. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé íóæíûå àñèìïòîòèêè
óíêöèé W
(
µ2
2
,±µt√2
)
ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [24℄, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè t > 1 èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ
W
(
µ2
2
, µt
√
2
)
=
e−piµ
2/4l(µ)√
2(t2 − 1)1/4 (cosφS1 − sinφS2) ,
W
(
µ2
2
, µt
√
2
)
=
√
2epiµ
2/4l(µ)
(t2 − 1)1/4 (sinφS1 + cosφS2) ,
(5.15)
è â îðìóëàõ (5.15)
S1 =
∞∑
s=0
(−1)su2s(t)
(t2 − 1)3sµ4s , S2 =
∞∑
s=0
(−1)su2s+1(t)
(t2 − 1)3s+3/2µ4s+2 ,
à ïîëèíîìû us(t) òå æå, ÷òî è â îðìóëå (5.4). Ôóíêöèÿ φ ≡ φ(t, µ) â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (5.15)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
φ = µ2ξ(t) +
pi
4
, (5.16)
â êîòîðîì âåëè÷èíà ξ(t) îïðåäåëåíà â (5.5). Êîíñòàíòà l(µ) ïðè µ≫ 1 èìååò àñèìïòîòèêó âèäà
l(µ) = 21/4µ−1/4
∞∑
s=0
lsµ
−4s
(
l0 = 1, l1 = − 1
1152
. . .
)
.
Èç (5.15) ñëåäóåò, ÷òî
W
(
µ2
2
, µt
√
2
)
=
e−piµ
2/4l(µ)√
2(t2 − 1)1/4
[(
1− P2
µ4
)
cosφ− P1
µ2
sinφ+O
(
µ−6
)]
,
W
(
µ2
2
,−µt
√
2
)
=
√
2epiµ
2/4l(µ)
(t2 − 1)1/4
[(
1− P2
µ4
)
sinφ+
P1
µ2
cosφ+O
(
µ−6
)]
.
(5.17)
Â ýòèõ îðìóëàõ
P1 =
u1(t)
(t2 − 1)3/2 =
1
24
t3 − 6t
(t2 − 1)3/2 , P2 =
u2(t)
(t2 − 1)3 =
−9t4 + 249t2 + 145
1152(t2 − 1)3 . (5.18)
àçëîæåíèÿ (5.15) ìîæíî äèåðåíöèðîâàòü, è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ íóæíûå ðàçëîæåíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ
W (1)
(
µ2
2
, µt
√
2
)
= −1
2
e−piµ
2/4µl(µ)(t2 − 1)1/4
[(
1− P
1
2
µ4
)
sinφ+
P 11
µ2
cosφ+O
(
µ−6
)]
,
W (1)
(
µ2
2
,−µt
√
2
)
= −epiµ2/4µl(µ)(t2 − 1)1/4
[(
1− P
1
2
µ4
)
cosφ− P
1
1
µ2
sinφ+O
(
µ−6
)]
.
(5.19)
Â îðìóëàõ (5.19)
P 11 =
1
24
t3 + 6t
(t2 + 1)3/2
, P 12 =
−81t4 + 249t2 − 143
1152(t2 − 1)3 . (5.20)
Îöåíèì âåëè÷èíû Ri(ζ2), R
′
i(ζ2) (i = 1, 2). Â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè b =
µ2
2
> Cλε1 , è, ñëåäîâàòåëüíî
(ñì. (2.9)),
k(b) =
1
2
e−piµ
2/2
(
1 +O
(
e−piµ
2
))
, k(b)−1 = 2epiµ
2
(
1 +O
(
e−piµ
2
))
,
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k(b)1/2 =
1√
2
e−piµ
2/4
(
1 +O
(
e−piµ
2
))
, k(b)−1/2 =
√
2epiµ
2/4
(
1 +O
(
e−piµ
2
))
.
Òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.21) âûïîëíÿåòñÿ z = ζ2
√
2λ > σ(b) ≃ α√2λ, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàâåíñòâîì (3.14), â êîòîðîì β = b =
µ2
2
, E(β, z) = 1, è, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (5.17) è (5.19), ïîëó÷èì,
÷òî
Ri(ζ2) = l(µ)O
(
λ−2/3 lnλ
)
(i = 1, 2),
R′i(ζ2) = µl(µ)O
(
λ−1/6 lnλ
)
(i = 1, 2).
(5.21)
Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íóæíûå âûðàæåíèÿ äëÿ wi(ζ2), w
′
i(ζ2) (i = 1, 2) ïî îðìóëàì (3.20) ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â íèõ âûðàæåíèé (5.17) è (5.19). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îðìóë äëÿ âåëè÷èí wi(−ζ2),
w′i(−ζ2) (i = 1, 2) íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.18), (3.24) è àñèìïòîòèêàìè (5.17), (5.19). Ïðè
ýòîì, â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì â  3, âåëè÷èíû Ri(−ζ2), R′i(−ζ2) (i = 3, 4) îöåíèâàþòñÿ òàê æå, êàê Ri(ζ2),
R′i(ζ2) (i = 1, 2) (ñì. (5.21)).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû wi(±ζ2), w′i(±ζ2) íàéäåíû. Ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ ñïåê-
òðà (4.8), êîòîðîå çàïèøåì â âèäå
H1 ·H3 = H2 ·H4. (5.22)
Çäåñü è íèæå
H1 = w1(−ζ2)− w2(ζ2), H2 = w2(−ζ2)− w2(ζ2),
H3 = w
′
2(−ζ2)− w′2(ζ2)− γw2(ζ2), H4 = w′1(−ζ2)− w′1(ζ2)− γw1(ζ2).
(5.23)
Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ wi(±ζ2), w′i(±ζ2) (i = 1, 2), ïîëó÷èì, ÷òî
H1 =
2epiµ
2/2l(µ)
(t2 − 1)1/4
[
E− +O
(
λ−2/3 lnλ
)]
,
H2 = − l(µ)
(t2 − 1)1/4
[
E− +O
(
λ−2/3 lnλ
)]
,
H3 = −µl(µ)
√
λ(t2 − 1)1/4
[
E+ +O
(
λ−2/3 lnλ
)]
+
γl(µ)
(t2 − 1)1/4
[
E− +O
(
λ−2/3 lnλ
)]
,
H4 = −2µl(µ)
√
λepiµ
2/2(t2 − 1)1/4
[
E+ +O
(
λ−2/3 lnλ
)]
,
è â ýòèõ ðàâåíñòâàõ
E− = sinφ+
P1
µ2
cosφ− P2
µ4
sinφ+O
(
µ−6
)
,
E+ = cosφ− P
1
1
µ2
sinφ− P
1
2
µ4
cosφ+O
(
µ−6
)
.
Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (5.22) â âèäå
2E−E+ = − γ(E−)
2
µ
√
λ(t2 − 1)1/2 +O
(
λ−2/3 lnλ
)
. (5.24)
Ïåðåìíîæèì âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.24). Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïåðâûé ÷ëåí
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.24) îöåíèâàåòñÿ êàê O
(
λ−1
)
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P1 + P
1
1 =
1
12
ζ32 (ζ
2
2 − α2)−3/2, è
èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (5.16) âåëè÷èíû φ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà
2µ2ξ(t) = kpi +
pi
2
− 1
12
ζ32
(ζ22 − α2)3/2
· 1
µ2
+O
(
µ−6 + λ−2/3 lnλ
)
. (5.25)
Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì 2µ2ξ(t) = λF (a), ÷òîáû ïîëó÷èòü íóæíûé ðåçóëüòàò (2.13). àçëè÷-
íûé âûáîð çíàêîâ â í¼ì ñîîòâåòñòâóåò k = 2p è k = 2p− 1. Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçàíî.
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5.3. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (3). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â ýòîì ïóíêòå îáëàñòè
A3 − µ2 6 Cλε2 íàñ èíòåðåñóþò àñèìïòîòèêè âåëè÷èí W (β,±z), W (1)(β,±z) ïðè β = b = µ2/2,
z = ζ2
√
2λ. Åñëè ε2 < 1/2, òî βz
−1 = O
(
λ−1/2+ε2
)
, è íóæíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èìåþòñÿ â
ðàáîòå [25℄. Â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðè ëþáîì çíàêå β îíè èìåþò âèä
W (β, z) =
(
2k(β)
z
)1/2
(T1 cos θ − T2 sin θ),
W (β,−z) =
(
2
zk(β)
)1/2
(T1 sin θ + T2 cos θ),
(5.26)
è â ýòèõ îðìóëàõ âåëè÷èíû Ti çàäàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàâåíñòâàìè
T1 = p0 +
q2
1!2z2
− p4
2!(2z2)2
− q6
3!(2z2)3
+
p8
4!(2z2)4
+
q10
5!(2z2)5
. . . ,
T2 = − p2
1!2z2
− q4
2!(2z2)2
+
p6
3!(2z2)3
+
q8
4!(2z2)4
− p10
5!(2z2)5
− q12
6!(2z2)6
. . . ,
â êîòîðûõ êîýèöèåíòû pn ≡ pn(β), qn ≡ qn(β) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé pn+iqn = Γ(n+ 1/2 + iβ)
Γ(n+ iβ)
.
Òàêèì îáðàçîì,
p0 = 1, p2 =
3
4
− β2, p4 = 105
16
− 43
2
β2 + β4, q2 = 2β, q4 = 2β
(
11
2
− 4β2
)
,
è èìåþò ìåñòî îöåíêè |pn| 6 Cn(1 + βn), |qn| 6 Cn(1 + βn). Îáùèé ÷ëåí â ðÿäàõ Ti îöåíèâàåòñÿ, êàê è
Cn(1+β
n)z−n, è â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè z ≫ 1, βz−1 ≪ 1. Òàêèì îáðàçîì, èç (5.26) ïîëó÷àåì íóæíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ
W (β, z) =
(
2k(β)
z
)1/2 [(
1 +
β
z2
)
cos θ − 4β − 3
8z4
sin θ +O
(
1 + β4
z4
)]
,
W (β,−z) =
(
2
zk(β)
)1/2 [(
1 +
β
z2
)
sin θ − 4β − 3
8z4
cos θ +O
(
1 + β4
z4
)]
.
(5.27)
Âî âñåõ ýòèõ îðìóëàõ
θ =
1
4
z2 − β ln z + pi
4
+
1
2
arg Γ
(
1
2
+ iβ
)
,
(
β = b =
µ2
2
)
. (5.28)
Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àþòñÿ äèåðåíöèðîâàíèåì ðàâåíñòâ (5.26) è èìå-
þò âèä
W (1)(β, z) = −
(
zk(β)
2
)1/2 [(
1− β
z2
)
sin θ +
4β2 + 5
8z4
cos θ +O
(
1 + β4
z4
)]
,
W (1)(β,−z) = −
(
2
zk(β)
)1/2 [(
1− β
z2
)
cos θ − 4β
2 + 5
8z4
sin θ +O
(
1 + β4
z4
)]
.
(5.29)
Îñòà¼òñÿ îöåíèòü âåëè÷èíû Ri(ζ2), R
′
i(ζ2) (i = 1, 2) è Ri(−ζ2), R′i(−ζ2) (i = 3, 4). Ïðè b ≫ 1 èç îïðåäåëå-
íèÿ (2.9) óíêöèè k(b) ñëåäóåò, ÷òî
k(b) =
√
2− 1 + pib
(
1− 1√
2
)
+O(b2), k(b) 6 C.
Òàê êàê z > σ(b), òî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (5.27), (5.29), (3.14) è (3.22), ïîëó÷èì, ÷òî
Ri(ζ2) = O
(
λ−11/12 lnλ
)
, Ri(ζ2) = O
(
λ1/12 lnλ
)
, (i = 1, 2). (5.30)
Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ýòè îöåíêè âåðíû è äëÿ âåëè÷èí Ri(−ζ2), R′(−ζ2) ïðè i = 3, 4, ñîîòâåòñòâåííî.
àâåíñòâà (5.27) è (5.29) âìåñòå ñ îöåíêàìè (5.30) äàþò íóæíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí wi(ζ2), w
′
i(ζ2)
(i = 1, 2) (ñì. (3.20)). Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ wi(−ζ2), w′i(−ζ2) (i = 1, 2) ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ
îðìóë (3.18), (3.23), (3.24). Èñïîëüçóÿ âñå ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî â óðàâíåíèè (5.22)
H1 = − 1
k(b)
√
2
z
(F− +O1) , H2 =
√
2
z
(F− +O2) ,
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H3 =
√
λz (F+ + O3) , H4 = −k(b)−1 (F+ +O4) ,
è â ýòèõ îðìóëàõ
F− = A(k(b) cos θ − sin θ) +B(k(b) sin θ + cos θ),
F+ = A
′(k(b) sin θ − cos θ) +B′(k(b) cos θ + sin θ),
A = 1 +
µ2
2z2
, A′ = 1− µ
2
2z2
, B = −µ
4 − 3
8z2
, B′ =
µ4 + 5
8z2
, (z = ζ2
√
2λ),
à âñå âåëè÷èíû Oi äîïóñêàþò îöåíêó âèäà Oi = O
(
µ8λ−2 + λ−2/3 lnλ
)
. Óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà (5.22)
òåïåðü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
F+F− = O
(
µ8λ−8 + λ−2/3 lnλ
)
.
Çàìå÷àåì, ÷òî, åñëè â âûðàæåíèÿõ F± îãðàíè÷èòüñÿ ãëàâíûìè ÷ëåíàìè, òî F− ∼ k(b) cos θ − sin θ,
F+ ∼ k(b) sin θ − cos θ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû F−, F+ íå ìîãóò áûòü ìàëû îäíîâðåìåííî. àññóæäàÿ
òàê æå, êàê â êîíöå ïóíêòà 5.2, ïîëó÷èì, ÷òî, êàê è â ïóíêòå 5.2, óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà ïðèáëèæ¼ííî
àêòîðèçóåòñÿ è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå äâóõ óðàâíåíèé
F± = O
(
µ8λ−8 + λ−2/3 lnλ
)
. (5.31)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2θ = Ψ(λ, a) + pi/2, ãäå óíêöèÿ Ψ(λ, a) îïðåäåëåíà â (2.11) èç (5.31) è ïîëó÷åííûõ âû-
ðàæåíèé äëÿ óíêöèé F±, óæå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ íóæíûé ðåçóëüòàò (2.14) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì
çíàêîâ. Óòâåðæäåíèå (3) äîêàçàíî.
5.4. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (4). Â îáëàñòè A4 ⊂ U3 ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èí wi(±ζ2),
w′i(±ζ2) (i = 1, 2) áóäåì èñõîäèòü èç ðàâåíñòâ (3.25) è îöåíîê (3.26). Òàê êàê â ýòîé îáëàñòè
µ2 = λα2 < Cλε
′
2
, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâàìè (5.27), (5.29), â êîòîðûõ β = b = −µ2/2.
Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ (3.26) ïîëó÷àåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè Ri(±ζ2) = O
(
λ−5/4 lnλ
)
,
R′i(±ζ2) = O
(
λ−1/4 lnλ
)
(i = 1, 2). Äàëüíåéøèé õîä äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (4) ïîëíîñòüþ àíàëîãè-
÷åí ïðèâåä¼ííîìó â ïóíêòå 5.3 äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (3). Óòâåðæäåíèå (4) äîêàçàíî.
5.5. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (5). àññóæäàÿ òàê æå, êàê â ïóíêòå 5.2, ïîëó÷èì, ÷òî â îá-
ëàñòè A5 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ µ
2 = λα2 > Cλε
′
1
. àâåíñòâà (3.25), â êîòîðûõ b = −µ2/2, ïîêàçû-
âàþò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí wi(±ζ2), w′i(±ζ2) (i = 1, 2) íóæíû àñèìïòîòèêè óíêöèé W (β, z) ïðè
β = −µ2/2 < 0. Òàê êàê â îáëàñòè U3 ñîîòíîøåíèÿ (3.25) ñïðàâåäëèâû ïðè ëþáîì çíàêå ζ, òî, â îòëè÷èå
îò ïðåäûäóùåãî, ãäå ïàðàìåòð t îïðåäåëÿëñÿ ðàâåíñòâîì (5.3), òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t ïðè ëþáîì z
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì z = µt
√
2.
Ñîãëàñíî ðàáîòå [24℄, ïðè β = −µ2/2 < 0 ðàâíîìåðíî ïî t (|t| <∞) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àñèìïòî-
òè÷åñêèå ðàâåíñòâà
W
(
−µ
2
2
, µt
√
2
)
=
l(µ)
(t2 + 1)1/4
[
S1 cosφ− S2 sinφ
]
,
W (1)
(
−µ
2
2
, µt
√
2
)
= − µ√
2
l(µ) (t2 + 1)
[
S3 sinφ+ S4 cosφ
]
.
(5.32)
Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ
φ ≡ φ(t) = µ2ξ(t) + pi
4
,
ξ(t) =
t∫
0
√
t2 + 1 dt =
t
2
√
t2 + 1 +
1
2
ln(t+
√
t2 + 1)
è Si àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû âèäà
S1 =
∞∑
s=0
(−1)su2s(t)
(t2 + 1)3sµ4s
, S2 =
∞∑
s=0
(−1)su2s+1(t)
(t2 + 1)3s+3/2µ4s+2
,
S3 =
∞∑
s=0
(−1)sv2s(t)
(t2 + 1)3sµ4s
, S4 =
∞∑
s=0
(−1)sv2s+1(t)
(t2 + 1)3s+3/2µ4s+2
.
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Êàê è èãóðèðóþùèå â ðàâåíñòâàõ (5.4), (5.6) âåëè÷èíû, us(t), vs(t), us(t) è vs(t) ïîëèíîìû ñòåïåíè 3s
äëÿ íå÷¼òíûõ s è ñòåïåíè 3s− 2 (s > 2) äëÿ ÷¼òíûõ s. Ïðè ýòîì
u0 = v0(t) = 1, u1 = − 1
24
(t3 + 6t), v1 = − 1
24
(t3 − 6t),
u2(t) =
1
1152
(9t4 + 249t2 − 145), v2(t) = 1
1152
(−15t4 − 327t2 + 143).
(5.33)
Èç ðàçëîæåíèé (5.32) ñëåäóåò, ÷òî
W
(
−µ
2
2
, µt
√
2
)
=
l(µ)
(t2 + 1)1/4
[(
1− u2(t)
µ4(t2 + 1)3
)
cosφ− u1(t)
µ2(t2 + 1)3/2
sinφ+O
(
µ−6
)]
,
W (1)
(
−µ
2
2
, µt
√
2
)
= −µl(µ)√
2
(t2 + 1)1/4
[(
1− v2(t)
µ4(t2 + 1)3
)
sinφ+
v1(t)
µ2(t2 + 1)3/2
+O
(
µ−6
)]
.
(5.34)
Èñïîëüçóÿ âûòåêàþùèå îòñþäà ãðóáûå îöåíêè
W
(
−µ
2
2
, µt
√
2
)
=
l(µ)
(t2 + 1)1/4
O(1), W (1)
(
−µ
2
2
, µt
√
2
)
= µl(µ)(t2 + 1)1/4O(1),
ñ ïîìîùüþ îðìóë (3.22), (3.23) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ
Ri(ζ) =
l(µ)O
(
λ−1 lnλ
)
(t2 + 1)1/4
, R′i(ζ) = µl(µ)(t
2 + 1)1/4O
(
λ−1 lnλ
)
, (i = 1, 2). (5.35)
Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: φi = φ(ti) (i = 1, 2), ãäå âåëè÷èíû ti îïðåäåëÿþòñÿ
èç ñîîòíîøåíèé
√
2µti = ζi
√
2λ. Òàê êàê ζ2 = −ζ1, òî t1 = −t2, è âåçäå íèæå t ≡ t2. Èç ðàâåíñòâ (3.25),
(5.34) è (5.35) ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ wi(±ζ2), w′i(±ζ2) (i = 1, 2), à çàòåì è çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Hi, âõîäÿùèõ â
óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðà (5.22). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
φ1 + φ2 =
pi
2
,
γ
µ
√
x(t2 + 1)1/2
= O
(
λ−1
)
,
ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî
H1 =
l(µ)
(t2 + 1)1/4
(
E2 − E1 +O1
)
, H2 =
l(µ)
(t2 + 1)1/4
(
E1 − E2 +O2
)
,
H3 = µl(µ)
√
λ(t2 + 1)1/4
(
E3 − E4 +O3
)
, H4 = µl(µ)
√
λ(t2 + 1)1/4
(
E3 − E4 +O4
)
,
(5.36)
è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè
Oi = O
(
µ−6 + λ−1 lnλ
)
.
Âåëè÷èíû Ei â ðàâåíñòâàõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
E1 =
(
1 +
P 2
µ4
)
sinφ2 − P 1
µ2
cosφ1, P 1 = − u1(t)
(t2 + 1)3/2
,
E2 =
(
1 +
P 2
µ4
)
cosφ2 +
P 1
µ2
sinφ1, P 2 =
v1(t)
(t2 + 1)3/2
,
E3 =
(
1 +
P
1
2
µ4
)
cosφ2 − P
1
1
µ2
sinφ1, P
1
1 = −
u2(t)
(t2 + 1)3
,
E4 =
(
1 +
P
1
2
µ4
)
sinφ2 +
P
1
1
µ2
cosφ1, P
1
2 = −
v2(t)
(t2 + 1)3
.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5.36) äëÿ Hi â óðàâíåíèå (5.22) äëÿ ñïåêòðà, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå
(E2 − E1)(E3 − E4) = O
(
µ−6 + λ−1 lnλ
)
. (5.37)
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé âåëè÷èí E2 − E1 è
E3 − E4 ñîâïàäàþò è ðàâíû cosφ2 − sinφ2. Ïîëîæèì φ2 = pi/4 + pip+ δ. Òàê êàê P 11 = −P1 + O
(
λ−1
)
, òî
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èç (5.37) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ δ:
sin2 δ
(
1 +
P 2 + P
1
2
µ4
)
− 2 sin δ cos δP 1
µ2
+ cos2 δ
(
P 1
)
µ4
= O
(
µ−6 + λ−1 lnλ
)
. (5.38)
Òàê êàê P 1 = (24)
−1 + O
(
λ−2
)
, |P 12 + P
1
2 6 Cα
2
, òî èç (5.38) ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò äâîéíîé
êîðåíü âèäà δ = −(48b)−1 +O (|b|−3/2 + λ−1/2(ln λ)1/2). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà
2φ2 = 2µ
2ξ(t) +
pi
2
, 2µ2ξ(t) = 2λ
pi∫
0
√
g(x)− a dx,
ïîëó÷àåì îòñþäà íóæíûé ðåçóëüòàò (2.16).
Óòâåðæäåíèå (5) äîêàçàíî, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ñïåêòðå.
 6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
åçóëüòàò ëåììû î ñïåêòðå îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðà, åñëè îíè ñóùåñòâóþò,
àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêè ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèé (2.12)(2.16).
àçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà òðè ïóíêòà 6.1, 6.2, 6.3 è äîêàæåì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.
6.1. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ âåòâåé ñïåêòðà. Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî
âî âñ¼ì èíòåðâàëå U óðàâíåíèÿ äëÿ ñïåêòðà (2.12)(2.16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
λF (a) = 2pip+H±(b2) +R±(λ, a). (6.1)
Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè
|R±(λ, a) = O
(
λ−2/3 lnλ
)
, (a > a2),
|R±(λ, a) = O
(
λ−1/2(ln λ)1/2
)
, (a 6 a2)
(6.2)
è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6.1) ñóùåñòâóþò.
Îïðåäåëèì ãðàíèöó ìåæäó îáëàñòÿìè A2 è A3 èç óñëîâèÿ b
3
2 = λ
2/3
. Òàê êàê ïðè a ∈ A1 ∪ A2 âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî b2 = 1/2 · λα22 è âåëè÷èíà α2 ≡ α2(a) ðàñò¼ò ñ ðîñòîì a, òî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè
b2 > λ
2/9 ≫ 1. Òîãäà èç (2.17) ñëåäóåò, ÷òî H±(b2) = ±pi/2− (24b2)−1 +O
(
b−32
)
, è íóæíûé ðåçóëüòàò (6.1)
ïðè a ∈ A1 ∪ A2 ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâ (2.12) è (2.13).
àññìîòðèì îáëàñòè A3 ⊂ U1, â êîòîðîé b2 6 λ2/3. Â ýòîé îáëàñòè, â ñèëó ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (2.10),
F (a) = 2
pi∫
x2
√
g(x)− a dx = ζ2
√
ζ22 − α2 − α2 ln
(
ζ2
α
+
1
α
√
ζ22 − α2
)
.
Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (2.11) óíêöèè Ψ è îïðåäåëåíèå (2.7) óíêöèé H±, èç óðàâíåíèé (2.14) ïîëó÷èì,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè
λF (a) = 2pip+H±(b2) +O
(
b4
λ2
+ λ−2/3 lnλ
)
è, òàê êàê ïðè a ∈ A3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî b2 6 λ2/9, òî äëÿ a > a2 èìåþò ìåñòî óðàâíåíèÿ (6.1) è
îöåíêè (6.2).
Ïðè a 6 a2 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðèâåä¼ííîìó, íàäî òîëüêî âûáðàòü ãðàíèöó ìåæäó îáëàñòÿìè
A4 è A5 èç óñëîâèÿ |b| = λ1/3.
Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷î ðåøåíèÿ λ±(a, p) óðàâíåíèé (6.1) ñóùåñòâóþò. Èç ðåçóëüòàòîâ Îëâåðà ñëåäóåò,
÷òî âñå îñòàòî÷íûå ÷ëåíû, îáîçíà÷àåìûå â  3 ÷åðåç Ri(λ), ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè óíêöèÿìè λ (λ≫ 1).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è óíêöèè R±(λ, a) â óðàâíåíèÿõ (6.1) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè óíêöèÿìè λ ïðè
λ≫ 1.
àññìîòðèì ñëó÷àé a ∈ U1. Òàê êàê â ýòîé îáëàñòè b2 > Cλ (α2 > C), òî óðàâíåíèå (6.1) ñîâïàäàåò ñ
óðàâíåíèåì (2.12). Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå f(x) = 0, ãäå
f(x) = x− x±0 −R±
(
F−1x, a
)
, x = λF, x±0 = 2pii±
pi
2
.
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Òàê êàê óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è ìåíÿåò çíàê âíóòðè îòðåçêà [x±0 − ∆x, x±0 + ∆x],
∆x = O
(
F−1x±0
)
, òî íà ýòîì îòðåçêå èìååòñÿ êîðåíü x± óðàâíåíèÿ f(x) = 0, ïðè-
÷¼ì x± = x±0 + R±
(
F−1x±0
)
+ R±
(
x±F−1
) − R± (F−1x±0 ). Èç îöåíêè ∆x ñëåäóåò, ÷òî∣∣R± (xF−1)−R± (x±0 F−1)∣∣ = O ((x±0 /F )−2/3 ln(x±/F )), è óòâåðæäåíèå (1) òåîðåìû ïðè a ∈ U1 äîêàçà-
íî.
àññìîòðèì ñëó÷àé a ∈ U2 ∪ U3. Â ýòîì ñëó÷àå F (a) > C > 0, è óðàâíåíèå (6.1) èìååò âèä f(λ) = 0,
ãäå
f(λ) = λ− λ0p −
1
F (a)
H±(b2)− 1
Fa
R±(λ).
Òàê êàê |H±(b2)| 6 C è |F | > C, òî íà îòðåçêå |λ−λ0p| 6 C èìååòñÿ êîðåíü λ = λ0p+∆λ óðàâíåíèÿ f(λ) = 0
è |∆λ| 6 C. Ïðè ýòîì
∆λ =
(
F (a)
)−1
H±
(
λ0pα
2
2
)
− (F (a))−1∆H±(λ) + (F (a))−1R±(λ),
∆H± = H±
((
λ0p +∆λ
) α2
2
)
−H±
(
λ0pα
2
2
)
.
(6.3)
Òàê êàê |∆λ| 6 C, òî â îöåíêå R±(λ) ìîæíî çàìåíèòü λ íà λ0p. Ïîêàæåì, ÷òî
|∆H±(λ)| 6 Cλ−2/3. (6.4)
àññìîòðèì îáëàñòü α2 > C
(
λ0p
)−1+2/15
, â êîòîðîé |b| > C (λ0p)2/15 (|b|5 > C (λ0p)2/3). Òîãäà îöåíêà (6.4)
ñëåäóåò èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (2.17).
àññìîòðèì îáëàñòü α2 6 C
(
λ0p
)−1+2/15
è áóäåì èñõîäèòü èç îöåíîê
|H±(x)| 6 Cmax
∣∣∣∣dH±dx
∣∣∣∣ |∆λ|α2, |∆λ| 6 C. (6.5)
Èç îïðåäåëåíèÿ (2.7) óíêöèé H±(x) ñëåäóåò, ÷òî
dH±
dx
= ± pie
pix
1 + e2pix
+ en|x| − Im
(
iψ
(
1
2
+ ix
)) (
ψ(x) =
Γ′(x)
Γ(x)
)
.
Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà âîïñîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì äëÿ óíêöèè ψ(x) (ñì. [22℄)
ψ(τ) = ln τ − 1
2τ
− 2
∞∫
0
t(t2 + τ2)−1
(
e2pit − 1)−1 dt. (6.6)
Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé τ = 1/2 + ix è, ñëåäîâàòåëüíî, |τ | > 1/2. Ïðè |τ | > 1/2 èç (6.6) ïîëó÷àåì, ÷òî
|ψ(τ)| 6 | ln(|τ |)|+C, è, òàêèì îáðàçîì,
∣∣∣∣dH±dx
∣∣∣∣ 6 C+2| ln(|x|)|, à ïîòîìó îöåíêà (6.4) ñëåäóåò èç îöåíîê (6.5).
Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé λ±(a, p) ñ îöåíêàìè (2.6) äîêàçàíî.
6.2. Ñòðóêòóðà ñïåêòðà. Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîëíîòà äâóõ ïîñòðî-
åííûõ âåòâåé ñïåêòðà λ±(a, p), ò. å. äîêàçàíî, ÷òî âåñü ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòð çàäà÷è (1.1) ïðè λ ≫ 1
èñ÷åðïûâàåòñÿ âåòâÿìè λ±(a, p).
Ïðè a2−a > C çàäà÷à äåèíèòíà è ñòðóêòóðà ñïåêòðà èçâåñòíà [3, 4, 5℄. Â ýòîì ñëó÷àå âåòâè λ±(a, p)
äåéñòâèòåëüíî èñ÷åðïûâàþò âåñü ñïåêòð, òàê êàê îí ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé ñ îäèíàêîâîé àñèìïòîòèêîé
(ñì. [1, 4, 5℄). Ïðè a > a2 çàäà÷à èíäåèíèòíà è îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé
èíäåèíèòíîé çàäà÷è îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà, ïî-âèäèìîìó, íå äîêàçàíà. Óñëîâèå ÷¼òíîñòè óíêöèè
g(x) ïîçâîëÿåò îáîéòè ýòó òðóäíîñòü è ñâåñòè ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó ê äâóì çàäà÷àì ñ ðàçäåë¼ííûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [9℄ (ñì. òàêæå [8, 14℄).
àññìîòðèì äâå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íà èíòåðâàëå (0, pi) çàäà÷ó D (çàäà÷ó
Äèðèõëå)
y′′ + λ2(g(x)− a)y = 0, y(0) = y(pi) = 0, (6.7)
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è çàäà÷ó N (çàäà÷ó Íåéìàíà)
y′′ + λ2(g(x) − a)y = 0, y′(0) = y′(pi) = 0. (6.8)
Îáîçíà÷èì ñïåêòðû ýòèõ çàäà÷ ÷åðåç {λD} è {λN} ñîîòâåòñòâåííî. Èç óñëîâèÿ ÷¼òíîñòè óíêöèè g ñëå-
äóåò, ÷òî ñïåêòð {λ} çàäà÷è (1.1) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñïåêòðîâ {λD} è {λN}: {λ} = {λD} ∪ {λN}. Ïðè
λ = λD ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ çàäà÷è (1.1) ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ïðîäîëæåíèåì íà èíòåðâàë (−pi, pi) ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñîáñòâåííîé óíêöèè çàäà÷è D (6.7), à ïðè λ = λN ÷¼òíûì ïðîäîëæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
ñîáñòâåííîé óíêöèè çàäà÷è N (6.8).
Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ çàäà÷è D è N  çàäà÷è ñ îäíîé òî÷êîé ïîâîðîòà, íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà
òî÷êè ïîâîðîòà áëèçêè ê êîíöàì èíòåðâàëà (0, pi), â êîòîðûõ g′(0) = g′(pi) = 0. Â ñèëó ýòîãî ïðè àíàëèçå
çàäà÷ D è N ìû âíîâü èñïîëüçóåì çàìåíó (3.2).
Àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λD è λN ñòðîÿòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê áûëî ñäåëàíî âûøå äëÿ
çàäà÷è (1.1). Ïðîâåäÿ ýòî ïîñòðîåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî èìåþò ìåñòî àíàëîãè îðìóë (2.4):
λD(a, p) = λ0p + F (a)
−1H−(b2(λ
0
p)) +RD(a, p),
λN (a, p) = λ0p + F (a)
−1H+(b2(λ
0
p)) +RN (a, p),
(6.9)
è, ñëåäîâàòåëüíî, λD(a, p) = λ−(a, p), λ
N (a, p) = λ+(a, p). Ïðè ýòîì äëÿ âåëè÷èí RD è RN ñïðàâåäëèâû
îöåíêè (2.6).
Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ïîëíîòó ñïåêòðîâ {λD(a, p)} è {λN (a, p)}, ò. å. îòñóòñòâèå ïðè p≫ 1 äðó-
ãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê {λD(a, p)} è {λN (a, p)}. Ýòî ñëåäóåò èç îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìû,
äîêàçàííîé â èíäåèíèòíîì ñëó÷àå äëÿ çàäà÷è ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ðàçäåë¼ííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè â ðàáîòå [9℄. Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé ïîëíîòû
ñïåêòðîâ {λD(a, p)} è {λN (a, p)} äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∀k ≫ 1 â çàäà÷å D (N) ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ
óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λD(a, p) (λN (a, p)) äëÿ íåêîòîðîãî p ≫ 1, è èìåþùàÿ k
íóëåé â èíòåðâàëå (0, pi). Ñ ïîìîùüþ îöåíîê èç ðàáîòû [17℄ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î êîëè÷åñòâå íó-
ëåé â èíòåðâàëå (0, ζ2) ñîîòâåòñòâóþùåé óíêöèè Âåáåðà. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû î íóëÿõ ýòèõ óíêöèé,
ñîäåðæàùèåñÿ â ðàáîòàõ [17, 24, 25℄, ïîëó÷èì, ÷òî óíêöèÿ w(ζ) (u(x) = (ϕ′(ζ))
1/2
w(ζ)), îòâå÷àþùàÿ
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ−(a, p) â çàäà÷å D, èìååò p− 1 íóëåé â èíòåðâàëå (0, ζ2), à óíêöèÿ w(ζ), îòâå-
÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ+(a, p) â çàäà÷å N , èìååò p íóëåé â èíòåðâàëå (0, ζ2).
Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðû {λD(a, p)} çàäà÷è D è {λN (a, p)} çàäà÷è N àñèìïòîòè÷åñêè ïîëíû, à ñëå-
äîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêè ïîëîí è ñïåêòð {λ±(a, p)} çàäà÷è (1.1). Óòâåðæäåíèå (1) òåîðåìû äîêàçàíî.
Êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ λ±(a, p), èìååò 2p íóëåé íà ïîëóèíòåðâàëå [−pi, pi).
Çàìåòèì, ÷òî λ = 0 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è N , è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ ðàâ-
íà êîíñòàíòå. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè a > a2, n ≫ 1, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâà (2.8). Ýòî áóäåò äîêàçàíî â ïóíêòå 6.3 íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [9℄.
6.3. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. àññìîòðèì îáëàñòü U ′3 ⊂ U3, â êîòîðîé
a2 − a > C > 0. Â ýòîé îáëàñòè çàäà÷à äåèíèòíà. Ïåðåõîäÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëèóâèëëÿ,
îïèñàííîãî â  1, ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ØòóðìàËèóâèëëÿ (1.2) (ñì. [4℄), ñíîâà ïîëó÷èì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ
óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ±(a, p), èìååò 2p íóëåé íà ïîëóèíòåðâàëå [−pi, pi). Òîãäà ïî
îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å ØòóðìàËèóâèëëÿ [3, 4℄ ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè a ∈ U ′3,
n ≫ 1, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (2.8). Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû ∀a ∈ U . àññìîòðèì
âåëè÷èíû sn,a, s±(a, p), è îòðåçêè Ip âèäà
sn,a = F (a)λn,a, s±(a, p) = F (a)λ±(a, p),
Ip =
[
2pip− pi
2
− δ, 2pip+ pi
2
+ δ
]
, δ =
pi
10
.
Èíòåðâàëû Ip íå ïåðåêðûâàþòñÿ, è, òàê êàê |H±(x)| 6 pi/2 + pi/20 (ñì.  2), òî ïðè p ≫ 1 èìåþòñÿ òî÷íî
äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ s±(a, p) ∈ Ip, ∀a ∈ U . Òàê êàê äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî a ïðè k ≫ 1, p≫ 1
èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå {sn,a} ↔ {s±(a, p)} è s2k−1,a, s2k,a ∈ Ik ïðè a ∈ U ′ρ, òî
óòâåðæäåíèÿ (2.8) ñïðàâåäëèâû ∀a ∈ U . Ïðè a > a2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî s+(a, k) > s−(a, k), è ïî
îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà s2k,a > s2k−1,a. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s2k−1,a = s−(a, k), s2k,a = s+(a, k) ∀k ≫ 1 è
a > a2. Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçàíî, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà çàäà÷è (1.1) ïðè g ∈ G,
a1 − a > C íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò äåèíèòíîé ïðè a < a2 ê èíäåèíèòíîé ïðè a > a2 çàäà÷å. Ïðè
ýòîì ïðîèñõîäèò òîëüêî ñíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ, èìåþùåãî ìåñòî ïðè a < a2 (ñì. (1.5)).
Îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîé è îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà.
Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ. Ïåðâîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåïîñðåä-
ñòâåííî îáîáùàþòñÿ íà ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷óØòóðìàËèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà y′′+λ2f(x, a)y = 0,
åñëè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû Îëâåðà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèâåä¼ííûå â ïóíêòå (1)
òåîðåìû ðåçóëüòàòû ïðè a−a2 > C ñïðàâåäëèâû è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ÷¼òíîñòè. Âòîðîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò
â òîì, ÷òî óíêöèè H±(x), ïî-âèäèìîìó, îïèñûâàþò àñèìïòîòèêó ïîëîæèòåëüíîãî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà
â îêðåñòíîñòè òî÷åê òèïà a = a2, ãäå ðîæäàþòñÿ (óìèðàþò) äâå ïðîñòûå òî÷êè ïîâîðîòà, äëÿ çàâèñÿùèõ
îò ïàðàìåòðà a çàäà÷ ØòóðìàËèóâèëëÿ, âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ñì. (6.9)).
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